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Введение

Актуальность темы исследования. Представленная диссертация посвя-

щена трём классическим направлениям в области теории функций комплексного

переменного. Объектами исследования являются неравенства типа Бора 1, обоб-

щённый оператор Чезаро 2, а также дифференциальные неравенства для много-

членов.

Пусть ℬ – класс функций 𝑓(𝑧), аналитических в единичном круге

Δ = {𝑧 : |𝑧| < 1}, удовлетворяющих условию |𝑓(𝑧)| < 1 для любого 𝑧 ∈ Δ.

Одним из научных направлений, которым занимался датский математик Ха-

ральд Бор было изучение абсолютной сходимости ряда Дирихле 3
∑︀
𝑎𝑛𝑛

−𝑠. В про-

цессе исследования он пришёл к необходимости изучения взаимосвязи между мо-

дулем степенного ряда и суммой модулей его членов. Именно в ходе этого исследо-

вания возникла задача, представляющая самостоятельный интерес, в частности,

в [53] доказана классическая теорема Бора:

Теорема A. [53] Если 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ ℬ, то

𝐵𝑓(|𝑧|) :=
∞∑︁
𝑛=0

|𝑎𝑛𝑧𝑛| ≤ 1

при |𝑧| ≤ 1/6; то есть,
∞∑︀
𝑛=0

|𝑎𝑛|6−𝑛 ≤ 1.

Позднее Н. Винер 4, М. Рисс 5 и И. Шур 6 независимо доказали справедли-

1Харальд Август Бор (1887–1951).
2Эрнесто Чезаро (1859–1906).
3Петер Густав Лежён Дирихле (1805–1859).
4Норберт Винер (1894–1964).
5Марсель Рисс (1886–1969).
6Исай Шур (1875–1941).
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вость теоремы в круге |𝑧| ≤ 1/3, об этом пишет сам Х. Бор в [53]. В этой же статье,

с разрешения Н. Винера, Х. Бор приводит его доказательство для |𝑧| ≤ 1/3. Кон-

станта 1/3 точная, она называется классическим радиусом Бора в классе ℬ, а
сумму 𝐵𝑓(|𝑧|) называют суммой Бора или мажорантным рядом функции 𝑓(𝑧).

Другие доказательства теоремы Бора принадлежат, например, С. Сидону [99] и

М. Томичу [102]. В своей статье М. Томич [102] приводит пример функции

Ψ(𝑧) =
𝑎− 𝑧

1− 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ (0, 1),

которая показывает, что константа 1/3 не может быть улучшена.

Пусть 𝒲 – произвольный класс аналитических функций 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛 в

круге Δ с |𝑎0| < 1.

Определение 1. Радиусом Бора класса 𝒲 называют число, равное супремуму

всех радиусов 𝜌 = 𝜌(𝒲) кругов Δ𝜌 := {𝑧 ∈ Δ : |𝑧| < 𝜌}, для которых 𝐵𝑓(|𝑧|) ≤ 1

для любой функции 𝑓 ∈ 𝒲 .

Р. Г.Диксон [59] в 1995 году показал связь между неравенством Бора и ал-

гебрами Банаха 7, которые удовлетворяют неравенству фон Неймана 8. Эта связь

возродила интерес к исследованию проблемы радиуса Бора. В последнее время

внимание многих математиков в области теории функций приковано к проблеме

нахождения или оценки радиуса Бора в различных классах аналитических функ-

ций в одномерном и многомерном случае. Р.М. Али, Р.В. Бернард и А.Ю. Со-

лынин [43] получили аналог теоремы Бора для знакопеременных рядов и нечёт-

ных аналитических функций. Работы Ю.Ф. Коробейника [3], Л.А. Айзенберга [4],

А.А. Исмагилова [70], И. Р. Каюмова [72], [73] и их соавторов посвящены изучению

радиуса Бора или его оценкам в разных классах аналитических функций в одно-

мерном случае. Л.А. Айзенберг [42], Х.П. Боас и Д. Хавинсон [52], А. Дефант [57],

Р.-Ю. Лин [82] и их соавторы получили ряд результатов в многомерном случае.

Среди недавних исследований можно отметить работы И.Р. Каюмова, С. Понну-

сами, Д.М. Хамматовой [73], Р.Ш. Хасянова [75], [76].

7Стефан Банах (1892–1945).
8Джон фон Нейман (1903–1957).
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Неравенства типа Бора имеют приложения, например, в теории операторов и

функциональном анализе [73], [74]. В 2018 году А.А. Исмагилов, И. Р. Каюмов и их

соавторы в [15] привели обзор научных результатов, посвященных неравенствам

типа Бора. Обзорная статья Ю. Абу-Муханны, С. Поннусами и Р.M. Али [41]

содержит информацию о биографии Х. Бора, а также о радиусе Бора для знако-

чередующихся рядов, гармонических отображений, в гиперболической метрике и

других результатах.

Представленная диссертационная работа тесно связана с важным поняти-

ем линейно-инвариантного семейства аналитических функций в единичном круге.

Оно было введено Х. Поммеренке 9 в 1964 году [91].

Пусть 𝑔(𝑧) – аналитическая функция, определённая в круге Δ, вида

𝑔(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑔) 𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ Δ. (1)

Пусть 𝒜 – множество аналитических и локально однолистных в Δ функций 𝑔(𝑧)

с разложением (1), т. е. 𝒜 состоит из функций 𝑔(𝑧), удовлетворяющих следующим

условиям:

1) 𝑔(0) = 0,

2) 𝑔′(𝑧) = 1 + . . . ̸= 0 для любого 𝑧 ∈ Δ.

Определение 2. [91] МножествоM, состоящее из функций 𝑔(𝑧) ∈ 𝒜, называется
линейно-инвариантным семейством (л.и.с.), если для любой функции 𝑔 ∈ M и для

любого конформного автоморфизма

𝜑(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃
𝑧 + 𝑎

1 + 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ Δ, 𝜃 ∈ R,

единичного круга Δ, функция 𝑔𝜑:

𝑔𝜑(𝑧) =
𝑔(𝜑(𝑧))− 𝑔(𝜑(0))

𝑔′(𝜑(0))𝜑′(0)
= 𝑧 + · · ·

также принадлежит M.

9Христиан Поммеренке (1933–2024).
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Число

ordM = sup
𝑔∈M

|𝑎2(𝑔)|

называется порядком линейно-инвариантного семейства M.

Х. Поммеренке показал, что порядок линейно-инвариантного семейства M

всегда больше либо равен единице [91]. Оказалось, что многие свойства функций

из л.и.с. зависят от порядка этого семейства.

Определение 3. [91] Универсальным линейно-инвариантным семейством поряд-

ка 𝛼 является объединение всех л.и.с. M, для которых порядок ord M ≤ 𝛼, его

обозначают 𝒰𝛼.

Некоторые известные классы аналитических функций являются линейно-

инвариантными семействами. Среди них л.и.с. 𝒦 выпуклых функций 𝑓(𝑧), т. е.

𝑓(Δ) – выпуклая область для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝒦, порядок ord𝒦 = 1; класс

𝑆 однолистных в Δ функций – л.и.с. второго порядка. Другие примеры приведены

в монографии В.В. Старкова [34, c. 8].

Другое направление диссертационного исследования связано с суммировани-

ем по Чезаро. Проблема суммирования расходящихся рядов интересовала матема-

тиков, начиная с XVII–XVIII веков, – среди них Г.В. Лейбниц 10, Ж.Л. Д’Алам-

бер 11, Ж.Л. Лагранж 12 и другие (см. [38, с. 6]). Основоположником суммирова-

ния расходящихся рядов является Л. Эйлер 13 [40, с. 101]. На самом деле, кни-

га Л. Эйлера «Дифференциальное исчисление» [40] является переводом оригина-

ла [61] 1755 года. Более подробно история вопроса, а также конкретные методы

суммирования расходящихся рядов и их приложения к теории рядов Фурье изло-

жены в [38].

В 1890 году итальянский математик Эрнесто Чезаро в своей работе «Об

умножении рядов» [55] предложил новый эффективный метод суммирования рас-

ходящихся числовых рядов.

10Готфрид Вильгельм Лейбниц (1646–1716).
11Жан Лерон Д’Аламбер (1717–1783).
12Жозеф Луи Лагранж (1736–1813).
13Леонард Эйлер (1707–1783).
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Пусть дан числовой ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛 и 𝑠𝑛−1 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘, 𝑛 ∈ N,

его частичная сумма. Если существует предел средних арифметических частич-

ных сумм данного ряда

𝑆 = lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘 = lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗,

то 𝑆 называется суммой по Чезаро [11, с. 300].

Данный метод суммирования позволяет находить суммы некоторых расходя-

щихся рядов. Впоследствии он стал известен как оператор Чезаро, подвергся обоб-

щению и большое количество работ было посвящено изучению уже обобщённого

оператора Чезаро и его свойств в разных функциональных пространствах, см., на-

пример, [67], [69], [103]. Более подробно об исследованиях Э. Чезаро и дальнейшем

развитии данного направления можно прочесть в книге 2026 года Д. Машреги и

У.Т. Росса «Чудеса оператора Чезаро» [84].

Для определения обобщённого оператора Чезаро потребуются некоторые

обозначения. Пусть 𝑏 – произвольное комплексное число. Далее используем обо-

значение символа Похгаммера 14:

(𝑏)𝑛 := 𝑏(𝑏+ 1)(𝑏+ 2) . . . (𝑏+ 𝑛− 1) =
Γ(𝑏+ 𝑛)

Γ(𝑏)
, 𝑛 ∈ N.

В некоторых источниках его называют растущим или восходящим факториалом.

При этом

(1)𝑛 = 1 · 2 · 3 . . . (1 + 𝑛− 1) = 𝑛! и (𝑏)0 = 1.

Обозначим

𝐴𝛽
𝑛 :=

(𝛽 + 1)𝑛
(1)𝑛

.

14Лео Август Похгаммер (1841–1920).
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Пусть 𝜓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝜉𝑛𝑧
𝑛 – аналитическая ограниченная функция в круге Δ,

|𝜓(𝑧)| < 1 для любого 𝑧 ∈ Δ. Для 𝛽 ∈ C с Re 𝛽 > −1 для функций 𝜓(𝑧) в 1994

году К. Стемпак [100] (см. также [74]) определил обобщённый оператор Чезаро

следующим образом:

𝐶𝛽[𝜓](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽+1
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽
𝑛−𝑘𝜉𝑘−1

)︃
𝑧𝑛−1. (2)

Именно такой вид обобщенного оператора Чезаро будет использоваться в диссер-

тации. При 𝛽 = 0 из (2) вытекает классический оператор Чезаро:

𝐶0[𝜓](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴1
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴0
𝑛−𝑘𝜉𝑘−1

)︃
𝑧𝑛−1 =

∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘−1

)︃
𝑧𝑛−1 =

= 𝜉0 +
𝜉0 + 𝜉1

2
𝑧 +

𝜉0 + 𝜉1 + 𝜉2
3

𝑧2 + . . .+
𝜉0 + 𝜉1 + 𝜉2 + . . .+ 𝜉𝑛

𝑛+ 1
𝑧𝑛 + . . .

так как

𝐴1
𝑛−1 =

(2)𝑛−1

(1)𝑛−1
=

2(2 + 1) . . . (2 + 𝑛− 1− 1)

(𝑛− 1)!
= 𝑛

и

𝐴0
𝑛−𝑘 =

(1)𝑛−𝑘
(1)𝑛−𝑘

= 1.

Многие известные математики в своих научных работах изучали и применя-

ли в своих исследованиях приведённый метод усреднения. Рассмотрим некоторые

из них. Для этого потребуются некоторые известные классы аналитических функ-

ций:

1) 𝐻𝑝 – пространство Харди 15 (см., например, [60, с. 1]), 0 < 𝑝 < ∞ – это класс

аналитических функций, определенных в круге Δ, для которых норма конечна,

т. е.

||𝑓 ||𝐻𝑝 = sup
0<𝑟<1

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

⃒⃒
𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)

⃒⃒𝑝
𝑑𝜃

)︂1/𝑝

<∞, |𝑧| = 𝑟, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].

15Годфри Харолд Харди (1877–1947).
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Если 𝑝 = ∞, то норма в 𝐻∞ определяется так:

||𝑓 ||𝐻∞ = sup
0<𝑟<1

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)|, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], |𝑧| = 𝑟.

2) Класс BMOA – класс функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝐻1 граничные значения которых имеют

ограниченную среднюю осцилляцию (ограниченное среднее колебание) на границе

единичного круга 𝜕Δ (см., например, [93]):

sup
|𝑎|<1

‖𝑓𝑎‖1 <∞, 𝑓𝑎(𝑧) = 𝑓

(︂
𝑧 + 𝑎

1 + 𝑎𝑧

)︂
− 𝑓(𝑎).

Х. Поммеренке в [93, лемма 1] доказал, что линейный оператор

𝑇𝑔(𝑓) =

∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)𝑔′(𝑠)𝑑𝑠

ограничен для любой функции 𝑔(𝑧) ∈ 𝐻2 при условии, что 𝑓 ∈ BMOA. При этом,

если функция

𝑔(𝑧) = log

(︂
1

1− 𝑧

)︂
(ветвь логарифма главная), то оператор 𝑇𝑔(𝑓) является классическим оператором

Чезаро (см. интегральное представление, например, в [100]).

Л. Фейер 16 в [62] для получения сходящегося функционального ряда также

использовал метод усреднения. Он переходил к последовательности среднеариф-

метических заданной функциональной последовательности. Обобщению метода

усреднения Чезаро также посвящены работы [68], [98] и [100].

Свойство ограниченности является одним из важнейших свойств линейных

операторов. Ограниченные линейные операторы используют при решении

прикладных задач. Ограниченность линейного оператора, заданного на Δ, рав-

носильна непрерывности [16, c. 222].

Обобщённый оператор Чезаро применяется в изучении сингулярных и функ-

ционально-дифференциальных уравнений. В книге Н.В. Азбелева, В.П. Макси-

мова и Л.Ф. Рахматуллиной [2, с. 176–179], в главе, посвящённой уравнению хи-

16Липот Фейер (1880–1959).
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мического реактора, авторы от дифференциального уравнения переходят к опе-

раторному, где и возникает оператор Чезаро. Можно привести и другие примеры

дифференциальных уравнений, в которых можно осуществить такой переход: в

однородном уравнении Эйлера [31, с. 154], в уравнении Шрёдингера для одно-

мерной частицы [36, с. 116] и других задачах. Такой приём упрощает расчеты.

Это одна из многих причин изучения свойств операторов в разных функциональ-

ных пространствах. Такой переход можно увидеть в работах А.Р. Абдуллаева и

Э.В. Плеховой [1], А.В. Кунгурцевой [17] и в работе В.П. Плаксиной, И.М. Плак-

синой и Э.В. Плеховой [28]. В этих работах оператор Чезаро используется для

доказательства достаточных условий разрешимости задачи Коши и для доказа-

тельства существования единственного решения. В [27] оператор Чезаро использу-

ется в изучении свойств модельной задачи, которая также возникает в некоторых

химических реакциях.

И.Р. Каюмов, Д.М. Хамматова и С. Поннусами [74] в 2022 году перенесли

понятие суммы Бора на оператор Чезаро. Авторы определили аналог суммы Бора

для оператора Чезаро, действующего на функции 𝜓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝜉𝑛𝑧
𝑛 из класса ℬ:

𝐶𝛽
𝜓(𝑟) :=

∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽+1
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽
𝑛−𝑘|𝜉𝑘−1|

)︃
𝑟𝑛−1.

Далее они доказали ограниченность обобщённого оператора Чезаро для 𝜓(𝑧) ∈ ℬ
при 𝛽 > −1, |𝑧| = 𝑟:

|𝐶𝛽[𝜓](𝑧)| ≤ (𝛽 + 1)Φ(𝑟, 1, 𝛽 + 1),

где Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

(𝑛+ 𝑎)𝑠
– трансцендентная функция Лерха 17.

В этой же работе для функций 𝜓(𝑧) ∈ ℬ и 𝛽 > −1 доказано неравенство

типа Бора для оператора Чезаро [74]:

𝐶𝛽
𝜓(𝑟) ≤ (𝛽 + 1)

∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛

𝑛+ 𝛽 + 1

17Матиаш Лерх (1860–1922).
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для всех 𝑟 ≤ 𝑅, где 𝑅 = 𝑅(𝛽) – минимальный положительный корень уравнения

3(1 + 𝛽)
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛+ 𝛽 + 1
=

2

1− 𝑥
,

при этом радиус 𝑅 не может быть улучшен.

В представленной диссертации решён вопрос ограниченности обобщённо-

го оператора Чезаро для аналитических функций в Δ, которые принадлежат

линейно-инвариантным семействам.

Следующее исследование связано с научными работами академиков

С. Н. Бернштейна 18 и В. И. Смирнова 19. Формулировка задачи принадлежит зна-

менитому химику Д. И. Менделееву 20, описанной в книге «Исследование водных

растворов по удельному весу» [25, с. 287–295] (см. также [24, с. 255–261]):

Для вещественных многочленов 𝑓(𝑥) степени 𝑛, ограниченных на отрезке

[𝑎, 𝑏] константой 𝑀 , требуется дать наилучшую оценку |𝑓 ′(𝑥)| на этом ком-

пакте.

В 1890 году [21] (см. также [20, с. 51–75]) эта задача была обобщена А. А. Мар-

ковым 21 на вещественные многочлены 𝑓(𝑥) 𝑛-го порядка, ограниченных на отрез-

ке констанотой 𝑀 . Доказана следующая оценка [21]:

|𝑓 ′(𝑥)| ≤ 2𝑀𝑛2

𝑏− 𝑎
для любого 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (3)

Неравенство (3) точное, равенство достигается только для

𝑓(𝑥) = ±𝑀𝑇𝑛

(︂
2𝑥− 𝑎− 𝑏

𝑏− 𝑎

)︂
,

где 𝑇𝑛(𝑥) = cos(𝑛 arccos𝑥) – многочлены Чебышёва 22 В частности, если 𝑓(𝑥) –

многочлен степени 𝑛, удовлетворяющий неравенству |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на от-

18Сергей Натанович Бернштейн (1880–1968).
19Владимир Иванович Смирнов (1887–1974).
20Дмитрий Иванович Менделеев (1834–1907).
21Андрей Андреевич Марков (старший) (1856–1922).
22Пафнутий Львович Чебышёв (1821–1894).
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резке [−1, 1], то справедливо неравенство:

|𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝑛2𝑀 для любого 𝑥 ∈ [−1, 1]. (4)

В 1892 году В. А. Марков 23 обобщил задачу Д. И. Менделеева [22, с. 81] на

производные порядка 𝑘 > 1 и доказал [22, с. 93] точное неравенство для 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝑘 ∈ N, 𝑘 ≤ 𝑛:

|𝑓 (𝑘)(𝑥)| ≤ 𝑛2(𝑛2 − 12)(𝑛2 − 22) . . . (𝑛2 − (𝑘 − 1)2)𝑀

1 · 3 · 5 . . . (2𝑘 − 1)
. (5)

Неравенство (5) точное, равенство достигается только для 𝑓(𝑥) = ±𝑀𝑇𝑛(𝑥).

В 1912 году С. Н. Бернштейн доказал справедливость неравенства [6, с. 25]

|𝑓 ′(𝑥)| ≤ 𝑛𝑀√
1− 𝑥2

для любого 𝑥 ∈ [−1, 1], (6)

которое является дополнением (4). Действительно, при 𝑥 → ±1 неравенство (4)

даёт лучшую оценку, а при достаточно большом 𝑛 неравенство (6) даёт лучшую

оценку по сравнению с неравенством (4).

В 1939 году С. Н. Бернштейн в [7] (см. также [9, с. 281–286]) привёл более

простое доказательство неравенства (5).

Позднее решение задачи Д.И. Менделеева было получено не только для ве-

щественных алгебраических многочленов, но и для тригонометрических и ком-

плексных. Ряд результатов в данном направлении принадлежит С. Н. Бернштей-

ну, в частности, в 1930 году он доказал следующую теорему:

Теорема B. [49] (см. также [8, с. 497], [95, с. 510]). Пусть 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) –

многочлены, удовлетворяющие условиям:

(*)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) все нули F лежат в замкнутом круге Δ = {𝑧 ∈ C : |𝑧| ≤ 1},

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на границе 𝜕Δ этого круга.

23Владимир Андреевич Марков (1871–1897).
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Тогда для |𝑧| ≥ 1 имеем

|𝑓 ′(𝑧)| ≤ |𝐹 ′(𝑧)|. (7)

Для 𝑧 ∈ C ∖Δ в (7) равенство выполняется только если 𝑓 = 𝑒𝑖𝛾𝐹 , 𝛾 ∈ R.

В.И. Смирнов и Н.А. Лебедев 24 в 1964 году в [32, с. 356] усилили результат

С.Н. Бернштейна. Дифференциальный оператор 𝑓(𝑧) −→ 𝑓 ′(𝑧) из теоремы B был

заменён дифференциальным оператором

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) : 𝑓(𝑧) −→ (𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝜏𝑓(𝑧)),

где 𝜏 – комплексное число. Параметр 𝜏 дал дополнительные возможности для

получения новых дифференциальных неравенств для многочленов.

Пусть 𝜌 ≥ 1 – фиксированное число, 𝑛 ∈ N. Через 𝐷𝜌, 𝑛 обозначим образ

круга {𝑡 ∈ C : |𝑡| < 𝜌} при отображении

𝜑(𝑡) =
𝑛𝑡

𝑡+ 1

(рисунок 1). При 𝜌 = 1 множество 𝐷𝜌, 𝑛 – это полуплоскость ℛ𝑒 𝑧 < 𝑛/2 (рису-

нок 2).

Рис. 1: Множество 𝐷𝜌, 𝑛 при 𝜌 > 1.

24Николай Андреевич Лебедев (1919–1982).
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Рис. 2: Множество 𝐷𝜌, 𝑛 при 𝜌 = 1.

Теорема C. [32, с. 356]. Пусть 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – многочлены, удовлетворяющие

условиям (*); 𝜌 ≥ 1 – произвольное фиксированное число. Тогда для |𝑧| ≥ 𝜌

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹 ](𝑧)| (8)

для всех 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛.

При |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 в (8) равенство выполняется тогда и только

тогда, когда 𝑓 = 𝑒𝑖𝛾𝐹 , 𝛾 ∈ R.

При 𝜏 = 0 из неравенства (8) следует неравенство (7).

В действительности, в [32] проведено более тонкое исследование знака ра-

венства в (8), когда 𝜏 ∈ 𝜕𝐷𝜌, 𝑛 или 𝑧 ∈ 𝜕Δ.

Теорема B положила начало активному изучению дифференциальных нера-

венств для многочленов и смежных проблем. Научные труды С.Н. Бернштей-

на [10], В.Н. Дубинина [12] и [13], А. Азиза [45], М. Мардена [83], К.И. Рахмана и

Г. Шмайссера [95] и другие работы авторов стали классикой теории многочленов

и заложили основу современного подхода к дифференциальным неравенствам для

многочленов. К недавним работам можно отнести статьи Г.В. Миловановича [86],

А. Мира [87], Н.А. Ратера [96] и их соавторов. Важными условиями в большинстве

формулировок этих результатов являются условия (*) или их модификации.
Естественно, возникает вопрос, насколько важны первые два пункта условий
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(*) в теореме B и можно ли получить аналог неравенства (7), если 1) или 2) в

условии (*) не будут выполнены. Будет ли этот аналог точным? Аналогичный

вопрос можно ставить и по отношению к теореме C.

В [10, с. 168] С. Н. Бернштейн заметил, что если в теореме B нарушен пункт

1), т. е. 𝑚 = deg 𝑓 > deg 𝐹 = 𝑛, то при выполнении условий 2) и 3) в (*) для
любого 𝑧 ∈ C ∖Δ справедливо неравенство

|𝑓 ′(𝑧)| ≤ |(𝑧𝑚−𝑛𝐹 (𝑧))′|.

Е. Г. Компанеец и В.В. Старков в [77] и [78] получили аналог неравенства (8)

для оператора Смирнова в случае, когда в (*) не выполняется условие 2), т. е. нули
многочлена 𝐹 (𝑧) могут лежать вне Δ. При этом множество значений 𝜏 в нера-

венстве (8) сложным образом зависит от расположения нулей многочлена 𝐹 (𝑧),

лежащих вне Δ.

Теорема D. [77] Пусть 𝜌 ≥ 1, 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – многочлены, удовлетворяющие

условиям:

1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 – нули многочлена 𝐹 , лежащие в C ∖ Δ, имеющие порядок

𝑑1, . . . , 𝑑𝑘, соответственно, 1 ≤ 𝑑 = 𝑑1 + · · ·+ 𝑑𝑘 ≤ 𝑛− 1,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| для 𝑧 ∈ C ∖Δ.
Тогда

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹 ](𝑧)| (9)

для |𝑧| = 𝜌 и для 𝜏 ∈ 𝐷(𝜌, 𝑘, 𝑛), где 𝐷(𝜌, 𝑘, 𝑛) – одно из множеств:

a) дополнение к кругу

{𝜏 ∈ C : |𝜏 − 𝑐| < 𝑟},

где

𝑐 = (𝑛− 𝑑)
𝜌2

𝜌2 − 1
+ 𝜌2

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗
𝜌2 − |𝑧𝑗|2

,
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𝑟 = (𝑛− 𝑑)
𝜌

𝜌2 − 1
+ 𝜌

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗|𝑧𝑗|
|𝜌2 − |𝑧𝑗|2|

,

если 𝜌 > 1 и все нули 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 не принадлежат окружности |𝑧| = 𝜌;

b) дополнение к полосе{︂
𝜏 ∈ C : |Re 𝜏 − 𝜔| < (𝑛− 𝑑)

𝜌

𝜌2 − 1

}︂
,

где

𝜔 = (𝑛− 𝑑)
𝜌2

𝜌2 − 1
+
𝑑

2
,

если 𝜌 > 1 и |𝑧1| = · · · = |𝑧𝑘| = 𝜌;

c) дополнение к полосе

{𝜏 ∈ C : |Re 𝜏 − 𝑥| < 𝑦} ,

где

𝑥 = (𝑛− 𝑑)
𝜌2

𝜌2 − 1
+ 𝜌2

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗
𝜌2 − |𝑧𝑗|2

+
1

2

𝑘∑︁
𝑗=𝑠+1

𝑑𝑗,

𝑦 = (𝑛− 𝑑)
𝜌2

𝜌2 − 1
+ 𝜌

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗|𝑧𝑗|
|𝜌2 − |𝑧𝑗|2|

,

если 𝜌 > 1 и |𝑧1|, . . . , |𝑧𝑠| ≠ 𝜌, |𝑧𝑠+1| = · · · = |𝑧𝑘| = 𝜌 для некоторого натурального

𝑠 ≤ 𝑘 − 1, 1 ≤ 𝑑1 + · · ·+ 𝑑𝑠 ≤ 𝑛− 2;

d) полуплоскость{︃
𝜏 ∈ C : Re 𝜏 ≤

𝑘∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗
1− |𝑧𝑗|

+
𝑛

2

(︂
1− 𝑑

𝑛

)︂}︃
,

если 𝜌 = 1.

В случае 𝑧 = 𝑧𝑗 для одного из 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 и 𝑑𝑗 > 1 в (9) равенство спра-

ведливо для каждого 𝜏 ∈ C и всех пар 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), удовлетворяющих условиям

теоремы.
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Если же 𝑧 = 𝑧𝑗, 𝑑𝑗 = 1 и 𝜏 ∈ C или 𝑧 ∈ C ∖ Δ, 𝑧 ̸= 𝑧𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 и

𝜏 ∈ int 𝐷(𝜌, 𝑘, 𝑛), то в (9) равенство имеет место только в том случае, если

𝑓 = 𝑒𝑖𝛾𝐹, 𝛾 ∈ R.

В большинстве классических результатов о дифференциальных неравенст-

вах для многочленов часто используется условие 2) условий (*): требуется, чтобы
многочлен 𝐹 (𝑧) имел все нули в единичном кругеΔ. Однако существует ряд иссле-

дований, в которых условие принадлежности нулей многочлена 𝐹 (𝑧) множествуΔ

(или C ∖ Δ) заменяется условием локализации нулей в компактном множестве с

определенными ограничениями на его геометрию, см., например, результаты в

книге В.И. Смирнова и Н.А. Лебедева [32, с. 351, 352, 365, 366], в статьях Х. Пом-

меренке [90] и Г. Сегё [101].

В книге В.И. Смирнова и Н.А. Лебедева [32, с. 362] была обобщена тео-

рема C. В теореме C вместо единичного круга Δ рассматривался произвольный

открытый кругΔ(𝑤,𝑅) с центром в точке 𝑤 радиуса 𝑅 или внешность этого круга.

Обозначим [𝜉, 𝜂] отрезок в C с концами 𝜉 и 𝜂. Для 𝑛 ∈ N, 0 < 𝜌 < 1,

через 𝐷*
𝜌, 𝑛 обозначим дополнение к замкнутому кругу с диаметром

[︀
− 𝑛𝜌

1−𝜌,
𝑛𝜌
1+𝜌

]︀
(рисунок 3).

Рис. 3: Множество 𝐷*
𝜌, 𝑛.
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Теорема E. [32, с. 362]. Пусть 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) — многочлены, удовлетворяющие

условиям:

1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) F имеет все свои нули в круге Δ(𝑤,𝑅) (или в C ∖Δ(𝑤,𝑅)),

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕Δ(𝑤,𝑅).

Предположим, что 𝜌, 𝜌 ≥ 1 (или 0 < 𝜌 < 1, соответственно) — фиксированное

число. Тогда для 𝑧, |𝑧−𝑤| ≥ 𝑅𝜌 (или |𝑧−𝑤| ≤ 𝑅𝜌, соответственно) справедливо

неравенство:

|(𝑧 − 𝑤)𝑓 ′(𝑧)− 𝜏1𝑓(𝑧)| ≤ |(𝑧 − 𝑤)𝐹 ′(𝑧)− 𝜏1𝐹 (𝑧)| (10)

для 𝜏1 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 (или 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌, 𝑛, соответственно).

Для 𝑧, |𝑧 − 𝑤| ≥ 𝑅𝜌, 𝜌 > 1 и 𝜏1 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 (или 𝑧, |𝑧 − 𝑤| ≤ 𝑅𝜌, 𝜌 < 1 и

𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌, 𝑛, соответственно) в (10) равенство выполняется только для 𝑓 = 𝑒𝑖𝛾𝐹 ,

𝛾 ∈ R.

В [32, с. 366], аналог теоремы C был получен для выпуклого множества:

Теорема F. Пусть 𝐵 ⊂ C — ограниченная строго выпуклая область. Для фик-

сированной точки 𝜁 ∈ 𝜕𝐵 пусть Δ(𝑤𝜁 , 𝑅𝜁) — замкнутый круг минимального

радиуса, содержащий 𝐵, такой что 𝜁 ∈ 𝜕Δ(𝑤𝜁 , 𝑅𝜁) (рисунок 4). Зафиксируем

𝑤0 ∈ 𝐵, 𝑤0 ̸= 𝑤𝜁. Обозначим 𝜌* = min
𝜁∈𝜕𝐵

⃒⃒⃒⃒
𝜁 − 𝑤0

𝜁 − 𝑤𝜁

⃒⃒⃒⃒
. Для функции 𝜓(𝜁) = arg

𝜁 − 𝑤0

𝜁 − 𝑤𝜁
,

непрерывной на 𝜕𝐵, обозначим 𝜃1 = min
𝜁∈𝜕𝐵

𝜓(𝜁), 𝜃2 = max
𝜁∈𝜕𝐵

𝜓(𝜁).

Рассмотрим многочлены 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) такие, что:

1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) F имеет все свои нули в 𝐵,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕𝐵.
Тогда для 𝑧 /∈ 𝐵 справедливо неравенство:

|(𝑧 − 𝑤0)𝑓
′(𝑧)− 𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |(𝑧 − 𝑤0)𝐹

′(𝑧)− 𝜏𝐹 (𝑧)| (11)

для всех 𝜏 из множества Ω ∋ 0, ограниченного гладкой кривой, которая состоит
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Рис. 4: К теореме F.

из дуги окружности

Γ =
{︀𝑛
2
𝜌*𝑒

𝑖𝜃 : 𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃2
}︀

и двух лучей, исходящих из концов кривой Γ (рисунок 5).

Приведённые выше задачи относятся к актуальным задачам теории функ-

ций комплексного переменного. Большой вклад в развитие этой теории внесли

известные математики: Г.М. Голузин, И.М. Милин, М.B. Келдыш, Н.А. Лебедев,

И.А. Александров, В.Н. Дубинин, М.А. Лаврентьев, Л.А. Айзенберг, М. Мар-

ден, К.И. Рахман, Х. Поммеренке, Г. В. Милованович, Г. Харди, C. Поннусами и

многие другие.

Цели и задачи диссертационной работы.

� Получение оценки радиуса Бора для аналитических в единичном круге функ-

ций, принадлежащих универсальному линейно-инвариантному семейству 𝒰𝛼;

� Получение оценки радиуса Бора для аналитических в единичном круге функ-

ций, принадлежащих классу

L𝒰𝛼 = {𝑓(𝑧) = log 𝑔′(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 : 𝑔 ∈ 𝒰𝛼};



21

Рис. 5: Множество изменения параметра 𝜏 в теореме F.

� Доказательство ограниченности обобщённого оператора Чезаро для анали-

тических функций в единичном круге, принадлежащих L𝒰𝛼;

� Получение аналогов классической теоремы В. И. Смирнова, в которых сня-

то ограничение на степени многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), а также расширены

возможности локализации нулей многочлена 𝐹 (𝑧).

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются новы-

ми и получены автором самостоятельно, а именно: задачи об оценке радиуса Бора

в универсальном линейно-инвариантном семействе 𝒰𝛼 и в классе L𝒰𝛼, а также

вопрос об ограниченности обобщённого оператора Чезаро в классе L𝒰𝛼 ранее не

рассматривались и решаются в диссертации впервые; в то же время положения,

связанные с дифференциальными неравенствами для многочленов, представляют

собой существенное расширение известных результатов: в работе снято ограниче-

ние на степени многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) и расширены возможности локализации

нулей многочлена 𝐹 (𝑧) из теоремы C.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационная работа

носит теоретический характер. Полученные результаты представляют научный
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интерес и могут быть использованы при решении экстремальных задач комплекс-

ного анализа. Исследования, связанные с дифференциальными неравенствами для

многочленов, могут быть использованы в теории приближения функций, в даль-

нейшем развитии теории дифференциальных неравенств. Также представленные

результаты можно использовать в образовательном процессе.

Методы исследования. В диссертации использованы методы комплексно-

го и вещественного анализа.

Положения, выносимые на защиту:

� Получена оценка радиуса Бора для аналитических функций в единичном

круге, принадлежащих универсальному линейно-инвариантному семейст-

ву 𝒰𝛼;

� Доказана оценка радиуса Бора для аналитических функций в единичном

круге, принадлежащих классу

L𝒰𝛼 = {𝑓(𝑧) = log 𝑔′(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 : 𝑔 ∈ 𝒰𝛼};

� Доказана ограниченность обобщённого оператора Чезаро для аналитических

функций в единичном круге, принадлежащих L𝒰𝛼;

� Получены аналоги классической теоремы В. И. Смирнова, в которых сня-

то ограничение на степени многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), а также расширены

возможности локализации нулей многочлена 𝐹 (𝑧).

Публикации. Основные положения диссертации опубликованы в 7 печат-

ных работах; из них: [104] WoS (Q1), Scopus (Q1); [105] WoS (Q1), Scopus (Q3);

в журналах из списка ВАК РФ, или приравненных к ним [106] (К3); 4 рабо-

ты [107], [108], [109], [110] опубликованы в сборниках трудов конференций как

тезисы докладов.



23

Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль-

таты диссертации были представлены на следующих конференциях и семинарах:

1) 75-я Всероссийская (с международным участием) научная конференция обуча-

ющихся и молодых ученых, Петрозаводский государственный университет,

3–23 апреля 2023 г., г. Петрозаводск.

2) Международная научная конференция «Уфимская осенняя математическая

школа – 2023», Уфимский университет науки и технологий, 3–8 октября 2023 г.,

г. Уфа.

3) 76-я Всероссийская (с международным участием) научная конференция обуча-

ющихся и молодых ученых, Петрозаводский государственный университет,

1–21 апреля 2024 г., г. Петрозаводск.

4) Международная научная конференция «Уфимская осенняя математическая

школа – 2024», Уфимский университет науки и технологий, 2–5 октября 2024 г.,

г. Уфа.

5) Всероссийский научный семинар «Проблемы математического анализа: иссле-

дования молодых ученых», 3 декабря 2024 г., Курский государственный универ-

ситет, г. Курск.

6) 77-я Всероссийская (с международным участием) научная конференция обуча-

ющихся и молодых ученых, Петрозаводский государственный университет,

31 марта –27 апреля 2025 г., г. Петрозаводск.

7) XXIII Международная Саратовская зимняя школа «Современные проблемы

теории функций и их приложения», посвящённая 90-летию профессора А. П. Хро-

мова, СГУ имени Н.Г. Чернышевского, 27 января – 30 января 2026 г., г. Саратов.

8) Всероссийский научный семинар «Комплексный анализ и приложения»,
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Петрозаводский государственный университет. На этом семинаре докладывались

все представленные в диссертации результаты.

Личный вклад автора. Результаты первой главы получены и опубликова-

ны в соавторстве с В.В. Старковым и С. Поннусами. В исследовании, связанном с

обобщённым оператором Чезаро, профессору С. Поннусами принадлежит поста-

новка задачи. Результаты третьей главы получены и опубликованы в соавторстве

с В.В. Старковым и Е. Г. Компанеец. При проведении исследования В. В. Старко-

ву и С. Поннусами принадлежит постановка задач, выбор метода исследования,

некоторые идеи. Вклад диссертанта в публикации, подготовленные в соавторстве,

равнозначен вкладу соавторов. Представленные к защите результаты получены

лично автором.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения, трёх

глав, заключения, списка основных обозначений и списка литературы. Общий объ-

ём диссертации составляет 101 страницу. В диссертации 8 рисунков и 2 таблицы.

Список литературы содержит 110 наименований, включая работы автора.

Содержание работы.

Во введении рассматривается история возникновения задач и приводится

обзор научных результатов, связанных с темой диссертации. Также в этом разделе

обоснована актуальность исследования, сформулированы цели и задачи, научная

новизна, теоретическая и практическая значимость, методы исследования и поло-

жения, выносимые на защиту.

В первой главе доказана оценка радиуса Бора для линейно-инвариантных

семейств аналитических функций. В разделе 1.2 для 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛, принад-

лежащих классу ℳ – аналитических в Δ функций равномерно ограниченных на

компактах из круга Δ, доказана вспомогательная
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Лемма 1. Пусть 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 ∈ ℳ. Обозначим

𝐴𝑛 = sup
𝑓∈ℳ

|𝑎𝑛(𝑓)| и 𝑅* = sup
{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑟
𝑛 ≤ 1

}︁
.

Тогда 𝑅* ≤ 𝜌(ℳ). Если ℳ содержит функцию 𝐹 (𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝐹 )𝑧
𝑛, для кото-

рой все коэффициенты 𝑎𝑛(𝐹 ) ≥ 0, sup
𝑧∈Δ

|𝐹 (𝑧)| > 1 и 𝑟𝐹 — единственный корень

уравнения 𝐹 (𝑟) = 1 на интервале (0, 1), то 𝜌(ℳ) ≤ 𝑟𝐹 .

В этом же разделе доказана оценка радиуса Бора в классе 𝒰𝛼:

Теорема 1.1. Для 𝛼 ∈ (1,∞], радиус Бора в классе 𝒰𝛼 удовлетворяет неравен-

ству

𝜌(𝒰𝛼) ≤
(2𝛼 + 1)1/𝛼 − 1

(2𝛼 + 1)1/𝛼 + 1
.

Теорема 1.1 даёт точную оценку для радиуса Бора в классе 𝒦 выпуклых

функций и в классе 𝒮 однолистных функций.

Для функций из класса L𝒰𝛼 доказана

Теорема 1.2. Для 𝛼 > 1 радиус Бора в классе L𝒰𝛼 удовлетворяет неравенству

𝑅+(𝛼) ≤ 𝜌(L𝒰𝛼) ≤ 𝑟(𝛼),

где

𝑅+(𝛼) =
2𝛼
(︁
−(1 + 2𝛼) +

√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀)︁
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

и

𝑟(𝛼) =
(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) − 1

(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) + 1

.

Во второй главе уточнён вид обобщённого оператора Чезаро, который

можно применять к аналитическим в Δ функциям 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛, принадле-
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жащих линейно-инвариантным семействам:

𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛.

В дальнейшем такое представление позволит получить более точную оценку об-

разов функций, принадлежащих л.и.с., под действием обобщённого оператора Че-

заро. В частности, в разделе 2.3 доказана

Теорема 2.1 Для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ L𝒰𝛼, 𝛼 > 1, 𝛽 > 0, 𝛽 – оператор Чезаро

ограничен и

|𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧)| ≤ 2𝛼𝛽𝑟Φ(𝑟, 1, 𝛽) + 𝑟2𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂(︂
1

1− 𝑟
− 𝛽Φ(𝑟, 1, 𝛽 + 1)

)︂
,

где |𝑧| = 𝑟 и Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

(𝑛+ 𝑎)𝑠
– трансцендентная функция Лерха.

В третьей главе получены новые дифференциальные неравенства для мно-

гочленов, существенно расширяющие возможности их применения по отношению

к ранее полученным. Показана взаимосвязь оператора Смирнова с полярной про-

изводной. В разделе 3.1 доказана теорема, которая расширяет возможности лока-

лизации нулей многочлена 𝐹 (𝑧) из теоремы C:

Теорема 3.1 Пусть 𝜌 ≥ 1 – фиксированное число; 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – многочлены,

удовлетворяющие условиям:

1) 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐹 = 𝑛,

2) 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 – все нули многочлена 𝐹 с учётом их кратности, лежащие в

C ∖Δ, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕Δ.
Тогда для любого |𝑧| ≥ 𝜌 ≥ 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 справедливо неравенство:

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹𝑞](𝑧)|, (12)

где 𝑆𝜏 – оператор Смирнова, 𝐷𝜌, 𝑛 – множество из теоремы C, 𝑞(𝑧) =
𝑘∏︀
𝑗=1

1− 𝑧𝑗𝑧

𝑧 − 𝑧𝑗
.
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Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 равенство в (12) достигается только для

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R.

В разделе 3.2 с помощью теоремы 3.1 доказаны аналоги некоторых известных

результатов о дифференциальных неравенствах для многочленов, в которых снято

ограничение на расположение нулей многочлена 𝐹 (𝑧).

В разделе 3.3 доказана теорема, которая снимает ограничение на степени

многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) и ограничение на расположение нулей многочлена 𝐹 (𝑧)

из теоремы C:

Теорема 3.2 Пусть 𝜌 ≥ 1 – фиксированное число. Пусть 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – произ-

вольные многочлены степеней 𝑚 и 𝑛 соответственно, для которых на границе

𝜕Δ единичного круга справедливо неравенство |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)|. Множество 𝐷𝜌, 𝑛

изменения параметра 𝜏 – как в теореме 3.1. Пусть Λ = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑘} – множе-

ство всех нулей многочлена 𝐹 (𝑧) с учётом их кратности, лежащих в C ∖ Δ;

𝑞(𝑧) из теоремы 3.1; если Λ = ∅, то полагаем 𝑞(𝑧) ≡ 1. Тогда для |𝑧| ≥ 𝜌 ≥ 1

справедливы неравенства:

|𝑧𝑓 ′(𝑧)−𝑚𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧|𝑙|𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − (𝜏 − 𝑙)𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| (13)

для 𝜏 ∈ 𝐷𝜌,𝑚, если 𝑙 = 𝑚− 𝑛 > 0;

|𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝑛𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − 𝜏𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| (14)

для 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛, если 𝑚 ≤ 𝑛.

Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌,𝑚 равенство в (13) достигается только для

многочленов 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧). Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 равенство в (14)

достигается только для многочленов 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R.

В этом же разделе доказан аналог классической теоремы В.И. Смирнова с

локализацией нулей в произвольном компакте.

Теорема 3.3 Пусть 𝐸 ⊂ C – компактное множество, 𝐵 = conv𝐸 – выпуклая

оболочка множества 𝐸. Рассмотрим многочлены 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), удовлетворяющие

условиям:
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1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) F имеет все свои нули в 𝐸,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕𝐸.
Зафиксируем точку 𝑧 /∈ 𝐵. Рассмотрим опорную прямую 𝑙 к 𝐵, 𝑧 /∈ 𝑙, раз-

деляющую 𝐵 и 𝑧 (см. рисунок 6). Возьмём круг Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧), 𝑣𝑧 ̸= 𝑧, такой что

Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧) ∩ 𝑙 = ∅, 𝑧 ∈ Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧), и отрезок [𝑧, 𝑣𝑧] ортогонален 𝑙. Тогда

|(𝑧 − 𝑣𝑧)𝑓
′(𝑧)− 𝜏1𝑓(𝑧)| ≤ |(𝑧 − 𝑣𝑧)𝐹

′(𝑧)− 𝜏1𝐹 (𝑧)|, (15)

для любого 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

, где 𝜌1 =
|𝑧 − 𝑣𝑧|
𝑅𝑧

.

Для 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

в (15) равенство выполняется только если 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧),

𝛾 ∈ R.

Рис. 6: К теореме 3.3.

В заключении диссертации приведены основные результаты, которые бы-

ли получены в ходе исследования.
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Глава 1.

Радиус Бора в линейно-инвариантных семействах

аналитических функций в единичном круге

1.1 Некоторые примеры

Пример 1.1. Радиус Бора в классе 𝒦 выпуклых функций равен 1/2.

Действительно, рассмотрим функцию

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ 𝒦.

В классе 𝒦 известны точные оценки коэффициентов |𝑎𝑛| ≤ 1 (см., например,

[14, с. 204]). Экстремальной здесь является функция

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛 =
𝑧

1− 𝑧

для любого 𝑛 ∈ N.
Пусть |𝑧| = 𝑟, тогда из неравенства

𝑟

1− 𝑟
≤ 1 получается значение ради-

уса Бора в классе выпуклых функций 𝑟 = 1/2. При этом стоит отметить, что

sup
𝑓∈𝒦

|𝑎2(𝑓)| = 1, следовательно, класс выпуклых функций – л.и.с. первого порядка.

Пример 1.2. Класс 𝒮 аналитических и однолистных в Δ функций 𝑓(𝑧) – линей-

но-инвариантное семейство второго порядка.

Л. Бибербах [50] доказал, что для любой функции из класса 𝒮 справедлива сле-
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дующая оценка: |𝑎2| ≤ 2. В 1985 году Л. де Бранж 25 в [56] доказал сформулиро-

ванную в 1916 году гипотезу Л. Бибербаха 26 об оценке коэффициентов функций

из класса 𝒮 [50]: |𝑎𝑛(𝑓)| ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ N. Оценка точная, равенство достигается для

функции Кёбе:

𝑘(𝑧) =
𝑧

(1− 𝑧)2
= 𝑧 + 2𝑧2 + 3𝑧3 + . . . =

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑧𝑛,

отображающей Δ на C ∖ (∞,−1/4). Поэтому порядок ord𝒮 = 2.

Обозначим 𝑀 [0, 2𝜋] класс функций 𝜇(𝑡), неубывающих на отрезке [0, 2𝜋],

удовлетворяющих условию нормировки: 𝜇(2𝜋)− 𝜇(0) = 1.

Пример 1.3. Класс функций L𝒦 = {log 𝑓 ′ : 𝑓 ∈ 𝒦} – линейно-инвариантное

семейство первого порядка.

Как описано в примере 1.1 экстремальной функцией в задаче об оценке коэффи-

циентов в классе 𝒦 является

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛 =
𝑧

1− 𝑧
.

Пусть

𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ L𝒦.

Из итегрального представления в классе 𝒦 [5, с. 68] (см. также [92, с. 42–49])

𝑓(𝑧) =

∫︁ 𝑧

0

exp

(︂
−2

∫︁ 2𝜋

0

ln(1− 𝑒−𝑖𝑡𝜁) 𝑑𝜇(𝑡)

)︂
𝑑𝜁,

где 𝜇(𝑡) ∈ 𝑀 [0, 2𝜋], следуют точные оценки коэффициентов в классе L𝒦. Дей-
ствительно, рассмотрим производную

𝑓 ′ = exp

(︂
−2

∫︁ 2𝜋

0

ln(1− 𝑒−𝑖𝑡𝜁) 𝑑𝜇(𝑡)

)︂
,

25Луи де Бранж (родился в 1932 году).
26Людвиг Георг Элиас Моисей Бибербах (1886–1982).
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следовательно,

log 𝑓 ′ = −2

∫︁ 2𝜋

0

ln(1− 𝑒−𝑖𝑡𝜁) 𝑑𝜇(𝑡).

Согласно известному разложению логарифма имеем:

log 𝑓 ′ = 2

∫︁ 2𝜋

0

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝑖𝑛𝑡
𝜁𝑛

𝑛
𝑑𝜇(𝑡) = 2

∞∑︁
𝑛=1

𝜁𝑛

𝑛

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝜇(𝑡).

Обозначим коэффициенты в разложении log 𝑓 ′

𝑏𝑛 :=
2

𝑛

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝜇(𝑡)

и оценим модуль

|𝑏𝑛| =
⃒⃒⃒⃒
2

𝑛

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−𝑖𝑛𝑡 𝑑𝜇(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤ 2

𝑛

∫︁ 2𝜋

0

|𝑒−𝑖𝑛𝑡| 𝑑𝜇(𝑡) = 2

𝑛
.

Таким образом, из интегрального представления в классе 𝒦 непосредственно по-

лучается известная точная оценка для коэффициентов |𝑎𝑛| ≤ 2/𝑛, 𝑛 ∈ N для

функций в L𝒦. Поскольку

𝑔0(𝑧) =
𝑧

(1− 𝑧)
∈ 𝒦 и 𝑔′0(𝑧) =

1

(1− 𝑧)2
,

следует, что функция

𝐹 (𝑧) = log
1

(1− 𝑧)2
= −2 log(1− 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

2

𝑛
𝑧𝑛 ∈ L𝒦

является экстремальной. Следовательно, супремум модуля второго коэффициента

в разложении функции

log

(︂
𝑧

1− 𝑧

)︂′
= log

1

(1− 𝑧)2
= −2 log(1− 𝑧) = 2

∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

𝑛

и есть порядок класса L𝒦.
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Пример 1.4. Функция

𝑘𝛼(𝑧) =
1

2𝛼

[︂(︂
1 + 𝑧

1− 𝑧

)︂𝛼
− 1

]︂
принадлежит 𝒰𝛼.

Запишем разложение функции 𝑘𝛼 по степеням 𝑧 и покажем, что функция 𝑘𝛼 имеет

вид (1) из введения, т. е.

𝑘𝛼 = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑘𝛼) 𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ Δ.

Действительно, используя известное разложение функции по степеням 𝑧, имеем:

𝑘𝛼(𝑧) =
1

2𝛼

[︂(︂
1 +

2𝑧

1− 𝑧

)︂𝛼
− 1

]︂
=

1

2𝛼

[︃(︃
1 + 2𝑧 ·

∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

)︃𝛼

− 1

]︃
=

=
1

2𝛼

[︂
1 + 2𝛼𝑧 ·

∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛 +
𝛼(𝛼− 1)

2!
(2𝑧)2

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

)︃2

+

+
𝛼(𝛼− 1)(𝛼− 2)

3!
(2𝑧)3

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

)︃3

+ . . .

+
𝛼(𝛼− 1)(𝛼− 2) . . . (𝛼− (𝑛− 1))

𝑛!
(2𝑧)𝑛

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

)︃𝑛

+ . . .− 1

]︂
=

в представленном разложении функции 𝑘𝛼 нас интересуют коэффициенты при 𝑧

и 𝑧2. После сокращения единиц в последнем равенстве, коэффициенты при 𝑧 и 𝑧2

будут содержаться только в первых двух слагаемых, поэтому только их распишем

подробнее:

=
1

2𝛼

[︂
2𝛼𝑧 ·

∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛 + 2𝛼(𝛼− 1)𝑧2

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

)︃2

+ . . .

]︂
=

=
1

2𝛼

[︂
2𝛼𝑧 · (1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + . . .) + 2𝛼(𝛼− 1)𝑧2

(︀
1 + (𝑧 + 𝑧2 + . . .)

)︀2
+ . . .

]︂
=
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вторую скобку второго слагаемого раскроем по формуле квадрата суммы:

=
1

2𝛼

[︂
2𝛼𝑧 · (1 + 𝑧 + 𝑧2 + 𝑧3 + . . .)+

+2𝛼(𝛼− 1)𝑧2
(︀
1 + 2(𝑧 + 𝑧2 + . . .) + (𝑧 + 𝑧2 + . . .)2

)︀
+ . . .

]︂
=

=
1

2𝛼

[︂
2𝛼𝑧 · (1 + 𝑧 + 𝑧2 + . . .) + 2𝛼(𝛼− 1)𝑧2 + 2𝛼(𝛼− 1)𝑧22(𝑧 + 𝑧2 + . . .)+

+2𝛼(𝛼− 1)𝑧2(𝑧 + 𝑧2 + . . .)2 + . . .

]︂
=

третье и четвертое слагаемые содежат множители степеней 𝑧, начиная с третьей,

поэтому раскрываем скобки и рассматриваем только те слагаемые, в которых есть

𝑧 и 𝑧2:

=
1

2𝛼

[︂
2𝛼𝑧 + 2𝛼𝑧2 + . . .+ 2𝛼(𝛼− 1)𝑧2 + . . .

]︂
= 𝑧 + 𝑧2 + (𝛼− 1)𝑧2 + . . .

= 𝑧 + 𝛼𝑧2 + . . . .

Таким образом, функция 𝑘𝛼 имеет вид (1) (см. введение).

Х. Поммеренке показал [91, с. 117], что локально однолистная функция

𝑔(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑔)𝑧
𝑛,

опредлённая в круге Δ принадлежит универсальному линейно-инвариантному се-

мейству 𝒰𝛼 тогда и только тогда, когда

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

𝑔′′(𝑧)

𝑔′(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛼.

При этом данное неравенство эквивалентно следующему:

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2
(log 𝑔′(𝑧))′

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛼. (16)
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Производная

𝑘′𝛼(𝑧) =
1

2𝛼
· 𝛼
(︂
1 + 𝑧

1− 𝑧

)︂𝛼−1

·
(︂
(1− 𝑧) + (1 + 𝑧)

(1− 𝑧)2

)︂
=

=
1

2
·
(︂
1 + 𝑧

1− 𝑧

)︂𝛼−1

· 2

(1− 𝑧)2
=

(1 + 𝑧)𝛼−1

(1− 𝑧)𝛼+1
.

Учитывая, что

log 𝑘′𝛼 = log
(1 + 𝑧)𝛼−1

(1− 𝑧)𝛼+1
= (𝛼− 1) log(1 + 𝑧)− (𝛼 + 1) log(1− 𝑧),

подставляем найденные значения в (16):

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2
((𝛼− 1) log(1 + 𝑧)− (𝛼 + 1) log(1− 𝑧))′

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛼.

Покажем, что неравенство верное. Рассмотрим супремум левой части, преобразуем

его, а после оценим сверху:

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

(︂
(𝛼− 1)

(1 + 𝑧)
+

(𝛼 + 1)

(1− 𝑧)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

(︂
(𝛼− 1)(1− 𝑧) + (𝛼 + 1)(1 + 𝑧)

(1− 𝑧2)

)︂⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

2(𝛼 + 𝑧)

(1− 𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
=

приводим к общему знаменателю, раскрываем скобки, приводим подобные:

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 · (1− 𝑧2) + (1− |𝑧|2)(𝛼 + 𝑧)

(1− 𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + |𝑧|2𝑧 + 𝛼 + 𝑧 − |𝑧|2𝛼− |𝑧|2𝑧

(1− 𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
= sup

𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 𝛼 + 𝑧 − |𝑧|2𝛼

(1− 𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
𝛼(1− |𝑧|2)− 𝑧 + 𝑧

(1− 𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
=
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пусть 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜑, 𝜑 ∈ R, 𝑟 ∈ [0, 1) тогда

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
𝛼(1− 𝑟2)− 𝑟𝑒−𝑖𝜑 + 𝑟𝑒𝑖𝜑

1− 𝑟2𝑒2𝑖𝜑

⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
𝛼(1− 𝑟2)− 𝑟(cos 𝜑− 𝑖 sin 𝜑) + 𝑟(cos 𝜑+ 𝑖 sin 𝜑)

1− 𝑟2(cos 2𝜑+ 𝑖 sin 2𝜑)

⃒⃒⃒⃒
=

= sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
𝛼(1− 𝑟2) + 2𝑖𝑟 sin 𝜑

1− 𝑟2(cos 2𝜑+ 𝑖 sin 2𝜑)

⃒⃒⃒⃒
= sup

𝑧∈Δ

(︂ √︀
𝛼2(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑√︀

(1− 𝑟2 cos 2𝜑)2 + 𝑟4 sin2 2𝜑

)︂
=

Знаменатель дроби упрощается:√︁
(1− 𝑟2 cos 2𝜑)2 + 𝑟4 sin2 2𝜑 =

√︁
1− 2𝑟2 cos 2𝜑+ 𝑟4 cos 2𝜑+ 𝑟4 sin2 2𝜑 =

=
√︀
1− 2𝑟2 cos 2𝜑+ 𝑟4 =

√︀
1− 2𝑟2 cos 2𝜑+ 𝑟4 + 2𝑟2 − 2𝑟2 =

и после выделения полного квадрата имеем:

=
√︀

(1− 𝑟2)2 + 2𝑟2 − 2𝑟2 cos 2𝜑 =
√︀
(1− 𝑟2)2 + 2𝑟2(1− cos 2𝜑).

По формуле понижения степени заменим (1− cos 2𝜑) = 2 sin2 𝜑 и получим следу-

ющее выражение:

√︀
(1− 𝑟2)2 + 2𝑟2(1− cos 2𝜑) =

√︁
(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑.

Таким образом,

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

𝑘′′𝛼(𝑧)

𝑘′𝛼(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
= sup

𝑧∈Δ

(︂√︀
𝛼2(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑√︀
(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑

)︂
=

= sup
𝑧∈Δ

(︂√︀
𝛼2(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑+ (1− 𝑟2)2 − (1− 𝑟2)2√︀

(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑

)︂
=

= sup
𝑧∈Δ

√︃
(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑+ 𝛼2(1− 𝑟2)2 − (1− 𝑟2)2

(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑
=
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после почленного деления имеем:

sup
𝑧∈Δ

√︃
1 +

(1− 𝑟2)2(𝛼2 − 1)

(1− 𝑟2)2 + 4𝑟2 sin2 𝜑
≤ sup

𝑧∈Δ

√︃
1 +

(1− 𝑟2)2(𝛼2 − 1)

(1− 𝑟2)2
=

= sup
𝑧∈Δ

√︀
1 + 𝛼2 − 1 = 𝛼

так как 𝛼 ≥ 1.

Таким образом доказано, что

sup
𝑧∈Δ

⃒⃒⃒⃒
−𝑧 + 1− |𝑧|2

2

𝑘′′𝛼(𝑧)

𝑘′𝛼(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝛼,

следовательно, функция 𝑘𝛼(𝑧) принадлежит 𝒰𝛼.

Пример 1.5. Для аналитической в единичном круге функции

𝜔(𝑧) =
𝑎− 𝑧

1− 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ (0, 1),

сумма Бора

𝐵𝜔(𝑟) =
𝑎− 𝑟

1− 𝑎𝑟
≤ 1

в круге радиуса 1/3.

Как было описано во введении, М. Томич [102] пишет о том, что функция 𝜔(𝑧)

демонстрирует, что константу 1/3 нельзя уменьшить, но не доказывает это.

Это действительно так. Функция 𝜔(𝑧) отображает единичный круг Δ на Δ,

следовательно, |𝜔(𝑧)| ≤ 1 для любого 𝑧 ∈ Δ, т. е. 𝜔(𝑧) ∈ ℬ. Рассмотрим сумму

𝐵𝜔(𝑧) =
𝑎− 𝑧

1− 𝑎𝑧
= (𝑎− 𝑧)

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 = 𝑎
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 − 𝑧
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧𝑛 =

= 𝑎+
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛+1𝑧𝑛 −
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛−1𝑧𝑛 = 𝑎+
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛−1)𝑧𝑛 =

= 𝑎+ (𝑎2 − 1)
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛−1𝑧𝑛 = 𝑎+ (𝑎2 − 1)
𝑧

1− 𝑎𝑧
= 𝑎− (1− 𝑎2)

𝑧

1− 𝑎𝑧
.
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Пусть |𝑧| = 𝑟. Теперь рассмотрим сумму Бора для функции 𝜔(𝑧) и решим

неравество 𝐵𝜔(𝑟) ≤ 1, т. е.

𝐵𝜔(𝑟) = 𝑎+ (1− 𝑎2)
𝑟

1− 𝑎𝑟
≤ 1 ⇐⇒ 𝑎− 𝑎2𝑟 + 𝑟 − 𝑎2𝑟

1− 𝑎𝑟
≤ 1 ⇐⇒

𝑎− 2𝑎2𝑟 + 𝑟

1− 𝑎𝑟
≤ 1 ⇐⇒ 𝑎− 2𝑎2𝑟 + 𝑟 ≤ 1− 𝑎𝑟 ⇐⇒

𝑟(1− 2𝑎2 + 𝑎) ≤ 1− 𝑎 ⇐⇒ 𝑟 ≤ 1− 𝑎

−2𝑎2 + 𝑎+ 1
⇐⇒

𝑟 ≤ 1− 𝑎

(𝑎− 1)(−2𝑎− 1)

Отсюда вытекает, что в круге радиуса 𝑟 =
1

1 + 2𝑎
сумма Бора функции

𝜔(𝑧) =
𝑎− 𝑧

1− 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ (0, 1),

не превосходит 1. Устремляя 𝑎 → 1, получаем 𝑟 = 1/3. Этот пример показывает,

что константа 1/3 не может быть улучшена.

Функция 𝜔(𝑧) является экстремальной в задачах об оценке радиуса Бора не

только в классе ℬ ограниченных и аналитических в единичном круге функций, но

в других классах, см., например, [41].

1.2 Оценка радиуса Бора в линейно-инвариантных

семействах

аналитических в круге функций

Пусть ℳ – класс аналитических в Δ функций 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛, равномер-

но ограниченных на компактах из круга Δ, т е. класс ℳ состоит из функций

𝑓(𝑧), определенных на Δ, таких, что для любого компактного множества K ⊂ Δ

существует конечная константа 𝑀(K) > 0 такая, что выполняется неравенство

|𝑓(𝑧)| ≤𝑀(K) для любого 𝑧 ∈ K.
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Пример 1.6. Функция Кёбе 𝑘(𝑧) =
𝑧

(1− 𝑧)2
равномерно ограничена на компак-

тах из круга Δ.

Действительно, функция 𝑘(𝑧) аналитична в Δ. При этом в качестве произволь-

ных компактов можно рассматривать концентрические круги |𝑧| ≤ 𝑟, 0 < 𝑟 < 1.

Отсюда по принципу максимума будет следовать оценка модуля функции Кёбе:

|𝑘(𝑧)| =
⃒⃒⃒⃒

𝑧

(1− 𝑧)2

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑟

(1− 𝑟)2
:=𝑀(K).

Таким образом, функция 𝑘(𝑧) равномерно ограничена на произвольном компакте

из круга Δ.

Далее потребуется вспомогательная

Лемма 1. Пусть 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 ∈ ℳ. Обозначим

𝐴𝑛 = sup
𝑓∈ℳ

|𝑎𝑛(𝑓)| и 𝑅* = sup
{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑟
𝑛 ≤ 1

}︁
.

Тогда 𝑅* ≤ 𝜌(ℳ). Если ℳ содержит функцию 𝐹 (𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝐹 )𝑧
𝑛, для кото-

рой все коэффициенты 𝑎𝑛(𝐹 ) ≥ 0, sup
𝑧∈Δ

|𝐹 (𝑧)| > 1 и 𝑟𝐹 — единственный корень

уравнения 𝐹 (𝑟) = 1 на интервале (0, 1), то 𝜌(ℳ) ≤ 𝑟𝐹 .

Доказательство. Для каждой функции 𝑓(𝑧) ∈ ℳ обозначим

𝑟𝑓 = sup
{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛(𝑓)|𝑟𝑛 ≤ 1
}︁
.

По определению радиуса Бора, 𝜌(ℳ) = inf
𝑓∈ℳ

𝑟𝑓 . Определение 𝐴𝑛 подразумевает

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛(𝑓)|𝑟𝑛 ≤
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑟
𝑛 ∀ 𝑓(𝑧) ∈ ℳ.
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Следовательно, для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ ℳ

sup
{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛(𝑓)|𝑟𝑛 ≤ 1
}︁
≥ sup

{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑟
𝑛 ≤ 1

}︁
⇐⇒ 𝑟𝑓 ≥ 𝑅*.

Таким образом, следует, что 𝑅* ≤ 𝜌(ℳ). Поскольку

𝜌(ℳ) = inf
𝑓∈ℳ

𝑟𝑓 ,

мы имеем следующее неравенство для функции 𝐹 (𝑧), указанной в формулировке

леммы:

𝜌(ℳ) ≤ sup
{︁
𝑟 :

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝐹 )𝑟
𝑛 ≤ 1

}︁
= sup{𝑟 : 𝐹 (𝑟) = 1} = 𝑟𝐹 .

Следствие 1. Если выполняются предположения, сделанные в лемме 1, функция

𝐹 (𝑧) реализует максимум в задаче max
𝑓∈ℳ

|𝑎𝑛(𝑓)| для любого 𝑛 ∈ N, тогда 𝑅* = 𝑟𝐹

и 𝜌(ℳ) является единственным корнем уравнения 𝐹 (𝑟) = 1.

Используя следствие 1, можно получить радиус Бора в классе L𝒦.

Пример 1.7. Радиус Бора в классе L𝒦 равен

𝜌(L𝐾) = 1− 1√
𝑒
.

Доказательство. Пусть 𝑔(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ L𝒦. Так как (см. пример 1.3) функция

𝐹 (𝑧) = log
1

(1− 𝑧)2
∈ L𝒦

является экстремальной в задаче об оценке коэффициентов в классе L𝒦, то по

следствию 1, решая уравнение 𝐹 (𝑟) = 1, а именно

log
1

(1− 𝑟)2
= 1 ⇔ (1− 𝑟)−2 = 𝑒⇔ 1− 𝑟 = 𝑒−1/2,
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получаем, что

𝜌(L𝒦) = 1− 1√
𝑒
.

В связи с доказательством леммы 1 сделаем следующее

Замечание 1.1. В классе ℳ, указанном в лемме, может быть много функций

𝐹 (𝑧) ̸≡ 0 с неотрицательными коэффициентами. Для каждой такой функции 𝐹 (𝑧),

как показано в лемме, верно неравенство 𝜌(ℳ) ≤ 𝑟𝐹 . Более того, такая верхняя

граница для радиуса Бора 𝜌(ℳ) является более точной, чем больше коэффици-

енты 𝑎𝑛(𝐹 ) функции 𝐹 (𝑧).

Пример 1.8. Радиус Бора в классе 𝒮 равен

𝜌(𝒮) = 3−
√
5

2
.

Доказательство. Пусть

𝑓(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ 𝒮.

Класс 𝒮 удовлетворяет условиям леммы 1. Так как для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝒮
справедливы оценки коэффициентов: |𝑎𝑛| ≤ 𝑛, для любого 𝑛 ∈ N, то по след-

ствию 1 найдём радиус Бора 𝜌(𝒮). В силу того, что равенства достигаются для

функции Кёбе

𝑘(𝑧) =
𝑧

(1− 𝑧)2
∈ 𝒮

для каждого 𝑛 ∈ N, то радиусом Бора будет корень уравнения 𝑘(𝑟) = 1 на интер-

вале (0, 1):
𝑟

(1− 𝑟)2
= 1 ⇔ 𝑟 = (1− 𝑟)2 ⇔ 𝑟2 − 3𝑟 + 1 = 0.

Таким образом, получен радиус Бора в классе 𝒮.

Теорема 1.1. Для 𝛼 ∈ (1,∞], радиус Бора в классе 𝒰𝛼 удовлетворяет неравен-
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ству

𝜌(𝒰𝛼) ≤
(2𝛼 + 1)1/𝛼 − 1

(2𝛼 + 1)1/𝛼 + 1
.

Доказательство. Для фиксированного 𝛼 функции, принадлежащие 𝒰𝛼, равно-
мерно ограничены на компактах из Δ (см. [91]). Поэтому применима лемма 1.

Функция

𝑘𝛼(𝑧) =
1

2𝛼

[︂(︂
1 + 𝑧

1− 𝑧

)︂𝛼
− 1

]︂
принадлежит 𝒰𝛼 (см. пример 1.4, [91, с. 117]). Покажем, что эта функция име-

ет положительные коэффициенты в разложении в ряд Тейлора по степеням 𝑧.

Действительно, рассмотрим новую функцию

𝜔(𝑧) = log 𝑘′𝛼(𝑧).

Здесь log 𝑘′(0) = log 1 = 0 и 𝜔(𝑧) аналитична в Δ по теореме о монодромии.

Преобразуем её

𝜔(𝑧) = log
(1 + 𝑧)𝛼−1

(1− 𝑧)𝛼+1
= (𝛼− 1) log(1 + 𝑧)− (𝛼 + 1) log(1− 𝑧) =

= (𝛼− 1)
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧
𝑘

𝑘
+ (𝛼 + 1)

∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘
=

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑇𝑘
𝑘
𝑧𝑘, 𝑇𝑘 := (𝛼− 1)(−1)𝑘−1 + (𝛼 + 1).

Коэффициенты 𝑇𝑘 в этом разложении положительны для каждого 𝑘 ≥ 1:

𝑇𝑘 =

⎧⎨⎩2𝛼, если 𝑘 нечётное,

2, если 𝑘 чётное.

Это означает, что при разложении в ряд Тейлора в окрестности нуля функция

𝑘′𝛼(𝑧) = exp(𝜔(𝑧))

имеет положительные коэффициенты как суперпозиция функций с положитель-
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ными коэффициентами. Следовательно, коэффициенты функции 𝑘𝛼 в разложении

в ряд Тейлора все положительные и

sup
𝑧∈Δ

|𝑘𝛼(𝑧)| = ∞.

Применим лемму 1, где в качестве 𝐹 (𝑧) возьмем функцию 𝑘𝛼. Находим корень

𝑅(𝛼) уравнения 𝑘𝛼(𝑟) = 1:

1

2𝛼

[︂(︂
1 + 𝑟

1− 𝑟

)︂𝛼
− 1

]︂
= 1 ⇐⇒

(︂
1 + 𝑟

1− 𝑟

)︂𝛼
= 2𝛼 + 1 ⇐⇒ 1 + 𝑟

1− 𝑟
= (2𝛼 + 1)1/𝛼 ⇐⇒

1 + 𝑟 = (2𝛼 + 1)1/𝛼 − 𝑟(2𝛼 + 1)1/𝛼 ⇐⇒

𝑟
(︁
(2𝛼 + 1)1/𝛼 + 1

)︁
= (2𝛼 + 1)1/𝛼 − 1 ⇐⇒

𝑟 =
(2𝛼 + 1)1/𝛼 − 1

(2𝛼 + 1)1/𝛼 + 1
=: 𝑅(𝛼)

Таким образом, из леммы 1 получается оценка для радиуса Бора:

𝜌(𝒰𝛼) ≤ 𝑅(𝛼).

В таблице 1.1 приведены оценки радиуса Бора в классе 𝒰𝛼 для натуральных
𝛼 ∈ [1, 10].

Таблица 1.1: Некоторые значения 𝑅(𝛼).

𝛼 𝑅(𝛼)
1 0.500000
2 0.381966
3 0.313406
4 0.267949
5 0.235297
6 0.210549
7 0.191055
8 0.175248
9 0.162136
10 0.151061
... ...
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Замечание 1.2. Лемма 1 была использована в доказательстве теоремы 1.1, но

следствие 1 не может быть применено к этой теореме, поскольку функция 𝑘𝛼 для

𝛼 > 1 не является экстремальной для всех 𝑛 ∈ N в определении max
𝑓∈𝒰𝛼

|𝑎𝑛|. Хотя
некоторые результаты в 𝒰𝛼 давали надежду на это, в [54] даже была сформули-

рована гипотеза, что 𝑘𝛼 является решением max
𝑓∈𝒰𝛼

|𝑎3|, но это было опровергнуто

в [33].

Замечание 1.3. Для 𝛼 = 1 теорема 1.1 даёт точную оценку для радиуса Бора в

классе 𝒦, поскольку
𝜌(𝒰1) = 𝜌(𝒦) ≤ 1/2,

т. к. известно, что 𝜌(𝒦) = 1/2, и константа 1/2 достигается для выпуклой функции

𝑓(𝑧) =
𝑧

1− 𝑧
(см. пример 1.1).

Замечание 1.4. Для 𝛼 = 2 теорема 1.1 даёт точную оценку для радиуса Бора в

классе 𝒮, т. к.

𝜌(𝒰2) = 𝜌(𝒮) ≤
√
5− 1√
5 + 1

=
3−

√
5

2

(см. пример 1.8).

ПустьB— это класс аналитических функций Блоха вΔ, состоящий из функ-

ции 𝑔, для которых норма Блоха конечна (см., например, [65]):

||𝑔||B = |𝑔(0)|+ sup
𝑧∈Δ

(1− |𝑧|)2|𝑔′(𝑧)| <∞.

Для фиксированного 𝛼 снова рассматриваем класс функций

L𝒰𝛼 = {log 𝜑′ : 𝜑 ∈ 𝒰𝛼}. Интерес к этому классу вызван, в частности, тем, что

(см. [91]) для любого 𝜆 ∈ [0, 1] и 𝜆𝑓1(𝑧) + (1 − 𝜆)𝑓2(𝑧) ∈ L𝒰𝛼 всякий раз когда

𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧) ∈ L𝒰𝛼, т. е. класс L𝒰𝛼 является выпуклым. Более того, хорошо из-

вестна тесная связь между классами L𝒰𝛼 и B. Для каждой функции 𝑔(𝑧) ∈ B

существует константа 𝛼 ∈ [1,∞), такая что

(𝑔(𝑧)− 𝑔(0)) = log 𝑓 ′(𝑧) ∈ L𝒰𝛼,
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где ord 𝑓 = 𝛼 и выполнено неравенство:

||𝑔(𝑧)− 𝑔(0)|| ≤ 2(𝛼 + 1) (см. [54]).

Также, для каждого 𝛼 ∈ [1,∞) и заданной функции 𝑔(𝑧) ∈ L𝒰𝛼 следует, что

𝑔(𝑧) ∈ B и справедливо

||𝑔||B ≤ 2(𝛼 + 1) (см. [65]).

Последние два неравенства не могут быть улучшены.

Следующая теорема даёт оценку для радиуса Бора в классе L𝒰𝛼.

Теорема 1.2. Для 𝛼 > 1 радиус Бора в классе L𝒰𝛼 удовлетворяет неравенству

𝑅+(𝛼) ≤ 𝜌(L𝒰𝛼) ≤ 𝑟(𝛼),

где

𝑅+(𝛼) =
2𝛼
(︁
−(1 + 2𝛼) +

√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀)︁
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

и

𝑟(𝛼) =
(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) − 1

(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) + 1

.

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ L𝒰𝛼 и |𝑧| = 𝑟. В классе L𝒰𝛼 пусть

𝐴𝑛(𝛼) = sup
𝑓∈L𝒰𝛼

|𝑎𝑛(𝑓)|. Из определения 𝒰𝛼 следует, что

𝐴1(𝛼) = sup
𝑓∈L𝒰𝛼

|𝑎1(𝑓)| ≤ 2𝛼. (17)

Действительно, так как (см. определение 3) класс 𝒰𝛼 является объединением всех

л.и.с. M для которых

ordM = sup
𝑔∈M

|𝑎2(𝑔)| ≤ 𝛼,
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то из разложения (1) функции (см. введение)

𝑔(𝑧) = 𝑧 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛(𝑔) 𝑧
𝑛, 𝑧 ∈ Δ,

следует, что

𝑔′(𝑧) = 1 +
∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑎𝑛(𝑔) 𝑧
𝑛−1, 𝑧 ∈ Δ.

Следовательно,

𝑓(𝑧) = log 𝑔′(𝑧) = log

(︂
1 +

∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑎𝑛(𝑔)𝑧
𝑛−1

)︂
.

По известному разложению логарифма в ряд по степеням 𝑧 имеем:

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑎𝑛(𝑔)𝑧
𝑛−1 − 1

2

(︂ ∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑎𝑛(𝑔)𝑧
𝑛−1

)︂2

+
1

3

(︂ ∞∑︁
𝑛=2

𝑛𝑎𝑛(𝑔)𝑧
𝑛−1

)︂3

+ . . . .

Откуда следует, что

sup
𝑓∈L𝒰𝛼

|𝑎1(𝑓)| = sup
𝑔∈𝒰𝛼

|2𝑎2(𝑔)| ≤ 2𝛼.

Далее нам потребуются оценки 𝐴𝑛(𝛼) (см. [71]):

(𝛼− 1)

(︂
1 + 1

𝑛

)︂
(︂
1− 2

𝑛+1

)︂(𝑛−1)/2
≤ 𝐴𝑛(𝛼) ≤

2

(︂
𝛼− 1

𝛼

(︂
1− 1

𝑛

)︂2)︂
(︂
2− 1

𝑛

)︂(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑛−1 . (18)

Используя (17) и (18), можно оценить сумму

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛| |𝑧|𝑛 ≤ 2𝛼𝑟 +
∞∑︁
𝑛=2

2

(︂
𝛼− 1

𝛼

(︂
1− 1

𝑛

)︂2)︂
(︂
2− 1

𝑛

)︂(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑛−1𝑟
𝑛.

Заметим, что (1− 1/𝑛)2 ≥ 1/4 для всех 𝑛 ≥ 2. Обозначим 𝑡 = 1/𝑛, 𝑛 ∈ N и
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введём следующую функцию:

𝑁(𝑡) = ln

[︂
(1− 𝑡)1−

1
𝑡

(2− 𝑡)

]︂
, 𝑡 ∈ (0, 1/2].

Исследуем её на монотонность. Производная

𝑁 ′(𝑡) =
(2− 𝑡)

(1− 𝑡)1−
1
𝑡

·

(︃
(1− 𝑡)1−

1
𝑡

(2− 𝑡)

)︃′

=

=
(2− 𝑡)

(1− 𝑡)1−
1
𝑡

·

(︃(1− 𝑡)1−
1
𝑡

(︂
1

𝑡2
ln(1− 𝑡)−

(︂
1− 1

𝑡

)︂
1

1− 𝑡

)︂
(2− 𝑡)

(2− 𝑡)2
+

+
(1− 𝑡)1−

1
𝑡

(2− 𝑡)2

)︃
=

и после почленного деления и преобразования получим:

=
(2− 𝑡)2

(1− 𝑡)1−
1
𝑡

·
(1− 𝑡)1−

1
𝑡

(︂
1

𝑡2
ln(1− 𝑡) +

1

𝑡

)︂
(2− 𝑡)2

+
(2− 𝑡)

(1− 𝑡)1−
1
𝑡

· (1− 𝑡)1−
1
𝑡

(2− 𝑡)2
=

=
1

𝑡2
ln(1− 𝑡) +

1

𝑡
+

1

2− 𝑡
=

Перепишем дробь в виде:
1

2− 𝑡
=

1

2
· 1

1− 𝑡

2

.

Далее, после применения известных разложений функций в ряд по степеням 𝑡,

последнее выражение перепишется следующим образом:

− 1

𝑡2

(︂
𝑡+

𝑡2

2
+ ...+

𝑡𝑘

𝑘
+ ...

)︂
+

1

𝑡
+

1

2

(︃
1 +

𝑡

2
+

(︂
𝑡

2

)︂2

+ ...+

(︂
𝑡

2

)︂𝑘
+ ...

)︃
=
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= −1

𝑡
− 1

2
− . . .− 𝑡𝑘−2

𝑘
+ ...+

1

𝑡
+

1

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

2𝑘+1
=

= −
∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘 + 2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝑡𝑘

2𝑘+1
.

Таким образом,

1

𝑡2
ln(1− 𝑡) +

1

𝑡
+

1

2− 𝑡
=

∞∑︁
𝑘=1

(︂
1

2𝑘+1
− 1

𝑘 + 2

)︂
𝑡𝑘.

𝑘-й коэффициент в разложении функции 𝑁 ′(𝑡) в ряд Тейлора отрицательный, т. е.

1

2𝑘+1
− 1

𝑘 + 2
< 0 ⇔ 2𝑘+1 ≥ 𝑘 + 2.

Последнее неравенство верно для любого натурального 𝑘. Отсюда вытекает, что

𝑁 ′(𝑡) < 0 для 𝑡 ∈ (0, 1/2],

т. е. 𝑁(𝑡) убывает для 𝑡 ∈ (0, 1/2]. Следовательно, 𝑁(1/𝑛) возрастает для 𝑛 ≥ 2.

Поэтому

exp{𝑁(1/𝑛)} =

(︂
2− 1

𝑛

)︂−1(︂
1− 1

𝑛

)︂1−𝑛

возрастает для 𝑛 ≥ 2, и

sup
𝑛≥2

(︂
exp𝑁

(︂
1

𝑛

)︂)︂
= lim

𝑛→∞

1(︀
2− 1

𝑛

)︀ (︀
1− 1

𝑛

)︀𝑛−1 =
1

2
lim
𝑛→∞

(︂
1− 1

𝑛

)︂1−𝑛
=
𝑒

2
.

Следовательно,

2𝛼𝑟 + 2
∞∑︁
𝑛=2

(︂
𝛼− 1

𝛼

(︂
1− 1

𝑛

)︂2)︂
(︂
2− 1

𝑛

)︂(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑛−1𝑟
𝑛 ≤ 2𝛼𝑟 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂ ∞∑︁
𝑛=2

𝑟𝑛.
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Таким образом,

∞∑︁
𝑛=1

|𝑎𝑛| |𝑧|𝑛 ≤ 𝜙(𝑟), где 𝜙(𝑟) = 2𝛼𝑟 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
𝑟2

1− 𝑟
.

Теперь найдём максимальное значение 𝑟, для которого 𝜙(𝑟) ≤ 1. Функция

𝜙(𝑟) является возрастающей функцией от 𝑟, т. к. производная

𝜙′(𝑟) = 2𝛼 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
· 2𝑟(1− 𝑟) + 𝑟2

(1− 𝑟)2
= 2𝛼 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
· 𝑟(2− 𝑟)

(1− 𝑟)2
> 0

для любого 𝑟 ∈ [0, 1) и 𝛼 > 1. Отсюда следует, что достаточно решить уравнение

𝜙(𝑟) = 1, чтобы получить нижнюю оценку радиуcа Бора в классе L𝒰𝛼, т. е.

2𝛼𝑟(1− 𝑟) + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
𝑟2 = 1− 𝑟,

2𝛼𝑟 − 2𝛼𝑟2 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
𝑟2 + 𝑟 − 1 = 0,

𝑟2
(︁
𝛼𝑒− 𝑒

4𝛼
− 2𝛼

)︁
+ 𝑟(1 + 2𝛼)− 1 = 0. (19)

Коэффициент при 𝑟2 в уравнении (19) положителен для любого 𝛼 > 1. Дей-

ствительно,

𝛼𝑒− 𝑒

4𝛼
− 2𝛼 > 0 ⇔ 𝛼(𝑒− 2) >

𝑒

4𝛼
⇔ 4𝛼2(𝑒− 2) > 𝑒⇔

𝛼2 >
𝑒

4(𝑒− 2)
≈ 0.9461 . . .

Это позволяет переписать уравнение (19) в следующем виде:

𝑟2 + 𝑟
(1 + 2𝛼)(︀

𝛼𝑒− 𝑒
4𝛼 − 2𝛼

)︀ − 1(︀
𝛼𝑒− 𝑒

4𝛼 − 2𝛼
)︀ = 0.

Заметим, что

𝛼𝑒− 𝑒

4𝛼
− 2𝛼 =

4𝛼2𝑒− 𝑒− 8𝛼2

4𝛼
=

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

4𝛼
,
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следовательно, квадратное уранение принимает следующий вид:

𝑟2 + 𝑟
4𝛼(1 + 2𝛼)

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒
− 4𝛼

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒
= 0.

Найдём корни этого уравнения с использованием дискриминанта 𝐷:

𝐷 =

(︂
4𝛼(1 + 2𝛼)

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

)︂2

+ 4 · 4𝛼

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒
=

=
16𝛼2(1 + 2𝛼)2 + 16𝛼 ·

(︀
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

)︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

=
16𝛼

[︀
𝛼(1 + 2𝛼)2 + 4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

=

=
16𝛼

[︀
𝛼 + 4𝛼2 + 4𝛼3 + 4𝛼2𝑒− 8𝛼2 − 𝑒

]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

=
16𝛼

[︀
𝛼− 4𝛼2 + 4𝛼3 + 4𝛼2𝑒− 𝑒

]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

=

=
16𝛼

[︀
𝛼(1− 2𝛼)2 + 𝛼𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

=
16𝛼2

[︀
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

> 0

для любого 𝛼 > 1. Следовательно, корнями квадратного уравнения являются

𝑟1,2 =
1

2
·

⎛⎝− 4𝛼(1 + 2𝛼)

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒
±

√︃
16𝛼2

[︀
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀]︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)2

⎞⎠
или

𝑟1,2 =
1

2
·

⎛⎜⎝− 4𝛼(1 + 2𝛼)

4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒
±

4𝛼
√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀
(4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒)

⎞⎟⎠ .

После приведения к общему знаменателю и сокращения имеем:

𝑟1,2 =
2𝛼
(︁
−(1 + 2𝛼)±

√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀)︁
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

.

Отрицательный корень уравнения нам не подходит по смыслу, покажем, что

𝑟 =
2𝛼
(︁
−(1 + 2𝛼) +

√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀)︁
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

> 0.
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Как было показано ранее, знаменатель положителен для любого 𝛼 > 1. Покажем,

что

−(1 + 2𝛼) +

√︃
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︂
4𝛼− 1

𝛼

)︂
> 0,

т. е. √︃
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︂
4𝛼− 1

𝛼

)︂
> 1 + 2𝛼.

После равносильной цепочки преобразований имеем:

(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︂
4𝛼− 1

𝛼

)︂
> (1 + 2𝛼)2 ⇔ 4𝛼𝑒− 𝑒

𝛼
> 8𝛼 ⇔

4𝛼(𝑒− 2)− 𝑒

𝛼
> 0 для любого 𝛼 > 1.

Cледовательно, корень уравнения (19)

𝑟 =
2𝛼
(︁
−(1 + 2𝛼) +

√︁
(1− 2𝛼)2 + 𝑒

(︀
4𝛼− 1

𝛼

)︀)︁
4𝛼2(𝑒− 2)− 𝑒

положителен. Это даёт максимальное значение 𝑟, для которого 𝜙(𝑟) ≤ 1, обозна-

чим его 𝑅+(𝛼).

Таким образом, по определению радиуса Бора 𝜌(L𝒰𝛼) класса L𝒰𝛼, получа-
ется неравенство

𝑅+(𝛼) ≤ 𝜌(L𝒰𝛼).

Поскольку функция 𝜔 = log 𝑘′𝛼(𝑧) ∈ L𝒰𝛼 (см. доказательство теоремы 1.1) и

log 𝑘′𝛼(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑇𝑘
𝑘
𝑧𝑘, 𝑇𝑘 = (𝛼− 1)(−1)𝑘−1 + (𝛼 + 1) > 0,

по лемме 1 следует, что 𝜌(L𝒰𝛼) ≤ 𝑟𝛼, где 𝑟𝛼 является единственным корнем урав-

нения 𝜔(𝑟) = 1 на интервале (0, 1), т. е. уравнения

Ψ(𝑟, 𝛼) =
(1 + 𝑟)(𝛼−1)

(1− 𝑟)(𝛼+1)
= 𝑒. (20)
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Поскольку функция Ψ(𝑟, 𝛼) возрастает при 𝛼 ∈ [1,∞), следует, что 𝑟𝛼 убы-

вает при увеличении 𝛼. Таким образом,

𝜌(L𝒰𝛼) ≤ 𝑟𝛼 ≤ 𝑟1.

Поскольку (см. пример 1.7)

𝜌(L𝒰1) = 𝜌(L𝐾) = 1− 1√
𝑒
,

следовательно,

𝑟1 = 1− 1√
𝑒
= 𝜌(L𝒰1).

Перепишем (20) в следующем виде:(︂
1 + 𝑟

1− 𝑟

)︂𝛼+1

= 𝑒(1 + 𝑟)2. (21)

Для верхней оценки 𝑟𝛼 заменим 𝑟 в правой части уравнения (21) на

𝑟1 = 1− 1√
𝑒
: (︂

1 + 𝑟

1− 𝑟

)︂𝛼+1

= 𝑒(1 + 𝑟1)
2. (22)

Обозначим 𝑟(𝛼) – единственное решение на интервале (0, 1) уравнения (22)

для фиксированного 𝛼. Поскольку правая часть уравнения (21) для 𝑟 = 𝑟𝛼 меньше

правой части (22), мы имеем(︂
1 + 𝑟𝛼
1− 𝑟𝛼

)︂𝛼+1

≤
(︂
1 + 𝑟(𝛼)

1− 𝑟(𝛼)

)︂𝛼+1

.

Теперь, поскольку левая часть уравнения (22) является возрастающей функцией

от 𝑟, мы получаем неравенство 𝑟𝛼 ≤ 𝑟(𝛼). Наконец, решая уравнение (22), находим

1 + 𝑟

1− 𝑟
=
(︀
𝑒(1 + 𝑟1)

2
)︀1/(𝛼+1) ⇔ 1 + 𝑟 =

(︀
𝑒(1 + 𝑟1)

2
)︀1/(𝛼+1) − 𝑟 ·

(︀
𝑒(1 + 𝑟1)

2
)︀1/(𝛼+1)

,
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т. е.

𝑟(𝛼) =

[︀
𝑒(1 + 𝑟1)

2
]︀1/(𝛼+1) − 1

[𝑒(1 + 𝑟1)2]
1/(𝛼+1) + 1

=

[︃
𝑒

(︂
2− 1√

𝑒

)︂2
]︃1/(𝛼+1)

− 1[︃
𝑒

(︂
2− 1√

𝑒

)︂2
]︃1/(𝛼+1)

+ 1

=

=

[︃
𝑒

(︂
2
√
𝑒− 1√
𝑒

)︂2
]︃1/(𝛼+1)

− 1[︃
𝑒

(︂
2
√
𝑒− 1√
𝑒

)︂2
]︃1/(𝛼+1)

+ 1

=
(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) − 1

(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) + 1

.

Таким образом,

𝜌(L𝒰𝛼) ≤ 𝑟𝛼 ≤ 𝑟(𝛼) =
(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) − 1

(2
√
𝑒− 1)2/(𝛼+1) + 1

.

Это завершает доказательство.

В таблице 1.2 приведены некоторые значения 𝑅+(𝛼) и 𝑟(𝛼) для натурального

𝛼 ∈ [2, 10].

Таблица 1.2: Некоторые значения 𝑅+(𝛼) и 𝑟(𝛼).

𝛼 𝑅+(𝛼) 𝑟(𝛼)
2 0.191920 0.270372
3 0.137639 0.205003
4 0.107632 0.164841
5 0.088451 0.137751
6 0.075102 0.118272
7 0.065266 0.103602
8 0.057714 0.092160
9 0.051732 0.082988
10 0.046875 0.075474
... ... ...

Замечание 1.5. В классе ℳ, указанном в лемме 1, могут быть известны точные

оценки для коэффициентов Тейлора 𝑎𝑛 в разложении функций из этого класса,
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но равенство в этих оценках достигается для различных экстремальных функций

для разных 𝑛 ∈ N. Используя такие оценки, можно получить только нижнюю

границу для радиуса Бора в классе ℳ.
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Глава 2.

Ограниченность обобщённого оператора Чезаро в

линейно-инвариантных семействах аналитических в круге

функций

2.1 Суммирование по Чезаро

Не каждый расходящийся числовой ряд можно просуммировать по Чезаро.

Если ряд
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛 суммируем по Чезаро [11, с. 302], то

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑛

= 0.

Пример 2.1. Сумма ряда
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1 по Чезаро равна 1/2.

Расходящийся числовой ряд
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1 просуммировать по Чезаро можно. Ча-

стичные суммы этого ряда

𝑠𝑛 =

⎧⎨⎩0, при 𝑛 чётных;

1, при 𝑛 нечётных.

Найдём предел среднеарифметических частичных сумм данного ряда:

lim
𝑛→∞

𝑠0 + 𝑠1 + 𝑠2 + . . .+ 𝑠𝑛−1

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛/2

𝑛
=

1

2
.

Следовательно, сумма ряда
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1 по Чезаро равна 1/2.
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Пример 2.1 интересен тем, что значение суммы этого расходящегося ряда

1/2 было известно уже в 1696 году. Он приведён в работе Я. Бернулли 27 [48] (см.

также [40, «Вступительное слово», с. 18]. В своей работе Якоб Бернулли описывает

интересный парадокс. Используя приём деления Н. Меркатора 28, описанного в

работе [85] «Логарифмотехника: или новый, точный и простой метод построения

логарифмов», из равенства

1

1 + 𝑥
= 1− 𝑥+ 𝑥2 − 𝑥3 + . . . ,

при 𝑥 = 1, он получает парадоксальное значение

1

2
= 1− 1 + 1− 1 + . . . .

Пример 2.2. Для расходящегося ряда
∞∑︀
𝑛=1

𝑛 нельзя найти сумму по Чезаро, т. к.

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛
= 1.

2.2 Уточнение вида обобщённого оператора Чезаро

для функций,

принадлежащих линейно-инвариантным семействам

Уточним вид обобщённого оператора Чезаро (2) (из введения):

𝐶𝛽[𝜓](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽+1
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽
𝑛−𝑘𝜉𝑘−1

)︃
𝑧𝑛−1

для аналитических функций в Δ, с целью получить не только классический вид

оператора Чезаро для функций, имеющих разложение 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛, но и более

точную оценку этого оператора.

27Якоб Бернулли (1655–1705).
28Николаус Меркатор (1620–1687).
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Рассмотрим тождество:

𝑧

1− 𝑧
· 1

(1− 𝑧)𝛽
=

𝑧

(1− 𝑧)𝛽+1
. (23)

Каждую из дробей в равенстве (23) раскладываем в ряд Тейлора:

𝑧

1− 𝑧
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛.

Далее, используя известные разложения, имеем:

1

(1− 𝑧)𝛽
= (1− 𝑧)−𝛽 = 1 +

(−𝛽)
1!

(−𝑧) + (−𝛽)(−𝛽 − 1)

2!
(−𝑧)2 + . . .

+
(−𝛽)(−𝛽 − 1) . . . (−𝛽 − (𝑛− 1))

𝑛!
(−𝑧)𝑛 + . . . =

= 1 +
𝛽

1!
𝑧 +

𝛽(𝛽 + 1)

2!
𝑧2 + . . .+

𝛽(𝛽 + 1) . . . (𝛽 + 𝑛− 1)

𝑛!
𝑧𝑛 + . . . =

=
∞∑︁
𝑛=0

(𝛽)𝑛
𝑛!

𝑧𝑛 =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝛽−1
𝑛 𝑧𝑛 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1.

Аналогично раскладываем
𝑧

(1− 𝑧)𝛽+1
:

𝑧

(1− 𝑧)𝛽+1
= 𝑧

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽
𝑛−1𝑧

𝑛−1 =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽
𝑛−1𝑧

𝑛.

Таким образом, получено выражение, эквивалентное (23):(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

)︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽
𝑛−1𝑧

𝑛. (24)

Раскроем скобки левой части (24) и выполним группировку относительно 𝑧:(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

)︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1

)︃
=
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= 𝑧 ·
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1 + 𝑧2 ·
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1 + . . .+ 𝑧𝑛 ·
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1 . . . =

= 𝑧 ·
(︁
𝐴𝛽−1

0 + 𝐴𝛽−1
1 𝑧 + 𝐴𝛽−1

2 𝑧2 + 𝐴𝛽−1
3 𝑧3 + . . .+ 𝐴𝛽−1

𝑛−1𝑧
𝑛−1 + . . .

)︁
+

+𝑧2 ·
(︁
𝐴𝛽−1

0 + 𝐴𝛽−1
1 𝑧 + 𝐴𝛽−1

2 𝑧2 + . . .+ 𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1 + . . .
)︁
+

. . .

+𝑧𝑛 ·
(︁
𝐴𝛽−1

0 + 𝐴𝛽−1
1 𝑧 + 𝐴𝛽−1

2 𝑧2 + . . .+ 𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1 + . . .
)︁
+ . . . =

Таким образом,

𝑧 · 𝐴𝛽−1
0 + 𝑧2

(︁
𝐴𝛽−1

1 + 𝐴𝛽−1
0

)︁
+ 𝑧3

(︁
𝐴𝛽−1

2 + 𝐴𝛽−1
1 + 𝐴𝛽−1

0

)︁
+ . . .

+𝑧𝑛
(︁
𝐴𝛽−1
𝑛−1 + 𝐴𝛽−1

𝑛−2 + . . .+ 𝐴𝛽−1
0

)︁
+ . . . =

= 𝑧 ·
0∑︁

𝑛=0

𝐴𝛽−1
𝑛 + 𝑧2 ·

1∑︁
𝑛=0

𝐴𝛽−1
𝑛 + 𝑧3 ·

2∑︁
𝑛=0

𝐴𝛽−1
𝑛 + . . .+ 𝑧𝑛 ·

𝑛−1∑︁
𝑛=0

𝐴𝛽−1
𝑛 + . . . =

=
∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝐴𝛽−1
𝑘

)︃
𝑧𝑛 =

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑘−1

)︃
𝑧𝑛.

Таким образом справедливо равенство:(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛

)︃(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛−1

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑘−1

)︃
𝑧𝑛.

Так как
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑘−1 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘,

следовательно, (24) эквивалентно следующему равенству:

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘

)︃
𝑧𝑛 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝛽
𝑛−1𝑧

𝑛.
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Далее приравниваем коэффициенты при 𝑧𝑛:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘 = 𝐴𝛽

𝑛−1, т. е.
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘 = 1.

Пусть 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛 – аналитическая функция в Δ. Определяем оператор

Чезаро порядка 𝛽 > 0 следующим образом:

𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛. (25)

Классический оператор Чезаро в (25) получается при 𝛽 = 1:

𝐶1[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴1
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴0
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛,

так как

𝐴1
𝑛−1 =

(2)𝑛−1

(1)𝑛−1
=

2(2 + 1) . . . (2 + 𝑛− 1− 1)

(𝑛− 1)!
= 𝑛

и

𝐴0
𝑛−𝑘 =

(1)𝑛−𝑘
(1)𝑛−𝑘

= 1.

Следовательно,

𝐶1[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛 = 𝑎1𝑧 +

𝑎1 + 𝑎2
2

𝑧2 +
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3

3
𝑧3 + . . . .

Классический оператор Чезаро, действующий на аналитическую функцию,

заменяет коэффициент 𝑎𝑛 на среднеарифметическое

𝑎𝑛 →
𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

𝑛
.

В действительности, разные порядки 𝛽 создают новые правила замены коэффи-
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циентов. Рассмотрим один пример. Пусть теперь 𝛽 = 2.

𝐶2[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴2
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛.

Так как

𝐴2
𝑛−1 =

(3)𝑛−1

(1)𝑛−1
=

3 · 4 · 5 . . . (3 + 𝑛− 2)

(𝑛− 1)!
=
𝑛(𝑛+ 1)

2

и

𝐴1
𝑛−𝑘 =

(2)𝑛−𝑘
(1)𝑛−𝑘

=
2 · 3 . . . (2 + 𝑛− 𝑘 − 1)

(𝑛− 𝑘)!
= 𝑛− 𝑘 + 1,

то

𝐶2[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

(︃
2

𝑛(𝑛+ 1)

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑛− 𝑘 + 1)𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛 =

= 𝑎1𝑧 +
1

3
(2𝑎1 + 𝑎2)𝑧

2 +
1

6
(3𝑎1 + 2𝑎2 + 𝑎3)𝑧

3 + . . . .

Во введении был описан оператор

𝑇𝑔(𝑓) =

∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)𝑔′(𝑠)𝑑𝑠,

изучением которого занимался Х. Поммеренке. В частности, была доказана его

ограниченность [93]. Покажем, что если

𝑔(𝑧) = log

(︂
1

1− 𝑧

)︂
(ветвь логарифма главная), то оператор 𝑇𝑔(𝑓), применённый к функции

𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=0

𝜉𝑛𝑧
𝑛 является классическим оператором Чезаро. Действительно, пусть

𝑇𝑔(𝑓) =

∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)

(︂
log

1

1− 𝑠

)︂′
𝑑𝑠.

Так как (︂
log

1

1− 𝑠

)︂′
= (− log(1− 𝑠))′ =

1

1− 𝑠
,
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то имеем ∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)

(︂
log

1

1− 𝑠

)︂′
𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)
1

1− 𝑠
𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑧

0

(︃ ∞∑︁
𝑛=0

𝜉𝑛𝑠
𝑛

)︃(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘

)︃
𝑑𝑠 =

=

∫︁ 𝑧

0

(︀
𝜉0 + 𝜉1𝑠+ . . .+ 𝜉𝑘𝑠

𝑘 + . . .
)︀ (︀

1 + 𝑠+ 𝑠2 + . . .+ 𝑠𝑘 + . . .
)︀
𝑑𝑠 =

после группировки относительно 𝑠 получится выражение:

=

∫︁ 𝑧

0

(︂
𝜉0 + 𝑠(𝜉0 + 𝜉1) + 𝑠2(𝜉0 + 𝜉1 + 𝜉2) + . . .+ 𝑠𝑘(𝜉0 + 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑘) + . . .

)︂
𝑑𝑠.

Интегрируем по 𝑠 и приходим к тому, что∫︁ 𝑧

0

𝑓(𝑠)

(︂
log

1

1− 𝑠

)︂′
𝑑𝑠 = 𝜉0𝑧 +

𝜉0 + 𝜉1
2

𝑧2 +
𝜉0 + 𝜉1 + 𝜉2

3
𝑧3 + . . .

+
𝜉0 + 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑘

𝑘 + 1
𝑧𝑘+1 + . . . = 𝐶[𝜓](𝑧)−

классический оператор Чезаро.

Переход к интегральному виду удобен при решении некоторых задач. Напри-

мер, в [74, теорема 3] авторы использовали интегральное представление оператора

Чезаро для получения его оценки.

2.3 Ограниченность обобщённого оператора Чезаро,

действующего на функции из линейно-инвариантных

семейств

Следующая теорема доказывает ограниченность оператора Чезаро в клас-

се L𝒰𝛼.

Теорема 2.1. Для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ L𝒰𝛼, 𝛼 > 1, 𝛽 > 0, 𝛽 – оператор Чезаро
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ограничен и

|𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧)| ≤ 2𝛼𝛽𝑟Φ(𝑟, 1, 𝛽) + 𝑟2𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂(︂
1

1− 𝑟
− 𝛽Φ(𝑟, 1, 𝛽 + 1)

)︂
,

где |𝑧| = 𝑟 и Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑧𝑛

(𝑛+ 𝑎)𝑠
– трансцендентная функция Лерха.

Доказательство. Для доказательства используем оценки коэффициентов в клас-

се L𝒰𝛼. Пусть
𝐴𝑛(𝛼) = sup

𝑓∈L𝒰𝛼

|𝑎𝑛(𝑓)|,

для 𝛼 > 1 и 𝑛 ≥ 2 в классе L𝒰𝛼 для 𝐴𝑛(𝛼) выполнены неравенства [71]

(см. также [34, с. 102], [104]):

𝐴𝑛(𝛼) ≤
2

(︃
𝛼− 1

𝛼

(︂
1− 1

𝑛

)︂2
)︃

(︂
2− 1

𝑛

)︂(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑛−1 ≤ 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂

и

𝐴1(𝛼) = sup
𝑓∈L𝒰𝛼

|𝑎1(𝑓)| ≤ 2𝛼.

Обозначим 𝑟 = |𝑧|, 𝛽 > 0. Докажем ограниченность обобщённого оператора

Чезаро:

|𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒ (︃
1

𝐴𝛽
0

1∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
1−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧+

(︃
1

𝐴𝛽
1

2∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
2−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧2+. . .+

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛+. . .

⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
1

𝐴𝛽
0

𝐴𝛽−1
0 𝑎1𝑧 +

1

𝐴𝛽
1

(︁
𝐴𝛽−1

1 𝑎1 + 𝐴𝛽−1
0 𝑎2

)︁
𝑧2 + . . .

+
1

𝐴𝛽
𝑛−1

(︁
𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑎1 + 𝐴𝛽−1

𝑛−2𝑎2 + . . .+ 𝐴𝛽−1
0 𝑎𝑛

)︁
𝑧𝑛 + . . .

⃒⃒⃒⃒
=
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=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎1

∞∑︁
𝑛=1

1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑧

𝑛 +
∞∑︁
𝑛=2

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘𝑎𝑘

)︃
𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ |𝑎1|
∞∑︁
𝑛=1

1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑟

𝑛 +
∞∑︁
𝑛=2

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘|𝑎𝑘|

)︃
𝑟𝑛 ≤

≤ 2𝛼
∞∑︁
𝑛=1

1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑟

𝑛 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂ ∞∑︁
𝑛=2

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘

)︃
𝑟𝑛.

Так как для любого 𝛽 > 0 и 𝑛 ∈ N

𝐴𝛽−1
𝑛−1

𝐴𝛽
𝑛−1

=
(𝛽)𝑛−1(1)𝑛−1

(1)𝑛−1(𝛽 + 1)𝑛−1
=

Γ(𝛽 + 𝑛− 1)Γ(𝛽 + 1)

Γ(𝛽)Γ(𝛽 + 𝑛)
=

=
Γ(𝛽 + 𝑛− 1)𝛽Γ(𝛽)

Γ(𝛽)(𝛽 + 𝑛− 1)Γ(𝛽 + 𝑛− 1)
=

𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)

и
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘 = 1,

т. е.
1

𝐴𝛽
𝑛−1

· 𝐴𝛽−1
𝑛−1 +

1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘 = 1,

следовательно,
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘 = 1− 𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
.

Таким образом,

2𝛼
∞∑︁
𝑛=1

1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝐴𝛽−1
𝑛−1𝑟

𝑛 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂ ∞∑︁
𝑛=2

(︃
1

𝐴𝛽
𝑛−1

𝑛∑︁
𝑘=2

𝐴𝛽−1
𝑛−𝑘

)︃
𝑟𝑛 =

= 2𝛼
∞∑︁
𝑛=1

𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
𝑟𝑛 + 𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂ ∞∑︁
𝑛=2

(︂
1− 𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)

)︂
𝑟𝑛.
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Заметим, что для любого 𝛽 > 0, 𝑛 ∈ N и 𝛼 > 1 следующие неравенства верны:

𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
> 0,

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂
> 0,

а также (︂
1− 𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)

)︂
≥ 0

так как
𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
≤ 1.

Таким образом, на этом этапе оценки видно, что коэффициенты при 𝑟 в

суммах положительные для любого 𝛽 > 0, 𝑛 ∈ N и 𝛼 > 1.

Запишем ряды в виде функции Лерха:

∞∑︁
𝑛=1

𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
𝑟𝑛 = 𝛽

∞∑︁
𝑛=1

𝑟𝑛

(𝛽 + 𝑛− 1)
= 𝛽𝑟

∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛

(𝛽 + 𝑛)
= 𝛽𝑟Φ(𝑟, 1, 𝛽)

и ∞∑︁
𝑛=2

(︂
1− 𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)

)︂
𝑟𝑛 =

∞∑︁
𝑛=2

𝑟𝑛 −
∞∑︁
𝑛=2

𝛽

(𝛽 + 𝑛− 1)
𝑟𝑛 =

=
𝑟2

1− 𝑟
− 𝛽

∞∑︁
𝑛=2

𝑟𝑛

(𝛽 + 𝑛− 1)
=

𝑟2

1− 𝑟
− 𝛽𝑟2

∞∑︁
𝑛=0

𝑟𝑛

(𝛽 + 𝑛+ 1)
=

=
𝑟2

1− 𝑟
− 𝛽𝑟2Φ(𝑟, 1, 𝛽 + 1),

следовательно, оператор Чезаро в классе L𝒰𝛼 ограничен и

|𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧)| ≤ 2𝛼𝛽𝑟Φ(𝑟, 1, 𝛽) + 𝑟2𝑒

(︂
𝛼− 1

4𝛼

)︂(︂
1

1− 𝑟
− 𝛽Φ(𝑟, 1, 𝛽 + 1)

)︂
.

Функция Лерха, которая возникает в данном исследовании, представляет

самостоятельный интерес. Изучением свойств данной функции занимались многие
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математики, начиная с конца XIX века. Трансцендентную функцию

Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

(𝑛+ 𝑎)𝑠

ввёл Матиаш Лерх в 1887 году в [80] (см. также [44], [19]). Вопросы, связанные

с историей возникновения и изучением свойств функции Лерха, подробно рас-

сматриваются в статье [64]. Отмечу, что эта функция является обобщением дзета-

функции Римана

𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛−𝑠

(см, например труды Ю.В. Матиясевича [23], Э.Ч. Титчмарша [35]) и дзета-

функции Гурвица

𝜁(𝑠, 𝛼) =
∞∑︁
𝑚=0

1

(𝑚+ 𝛼)𝑠

(см., например, статью А. Лауринчикаса [18]).
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Глава 3.

Аналоги классических теорем типа С. Н. Бернштейна и

В. И. Смирнова для комплексных многочленов

3.1 Снятие ограничения на степени многочленов 𝑓 (𝑧) и

𝐹 (𝑧) в

классических теоремах С. Н. Бернштейна и

В. И. Смирнова

Далее в этой главе часто упоминаются теоремы B, C, D, E и F, формулировки

этих теорем приведены во введении.

Теперь об основных результатах. Следующая теорема снимает некоторые

ограничения на расположение нулей многочлена 𝐹 (𝑧) из теоремы C.

Теорема 3.1. Пусть 𝜌 ≥ 1 – фиксированное число; 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – многочлены,

удовлетворяющие условиям:

1) 𝑑𝑒𝑔𝑓 ≤ 𝑑𝑒𝑔𝐹 = 𝑛,

2) 𝑧1, . . . , 𝑧𝑘 – все нули многочлена 𝐹 с учётом их кратности, лежащие в

C ∖Δ, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕Δ.
Тогда для любого |𝑧| ≥ 𝜌 ≥ 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 справедливо неравенство:

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹𝑞](𝑧)|, (26)

где 𝑆𝜏 – оператор Смирнова, 𝐷𝜌, 𝑛 – множество из теоремы C, 𝑞(𝑧) =
𝑘∏︀
𝑗=1

1− 𝑧𝑗𝑧

𝑧 − 𝑧𝑗
.

Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 равенство в (26) достигается только для
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𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R.

Преимущество теоремы 3.1 перед теоремой D не только в лаконичности фор-

мулировки и универсальности множества значений параметра 𝜏 – это множество

не зависит от взаимного расположения точек 𝑧 и 𝑧𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Главное здесь –

различие в условиях 3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)|: в теореме D предполагается выполнение

этого неравенства в C ∖ Δ, а в теореме 3.1 – только на окружности |𝑧| = 1, как

в классическом случае теорем B и C. Это существенно расширяет возможности

применения теоремы 3.1 по сравнению с теоремой D.

Сравним неравенства (9) (из теоремы D) и (26). Оба эти неравенства явля-

ются точными, как следует из формулировок теоремы D и теоремы 3.1. Для срав-

нения неравенств (9) и (26) мы должны взять упорядоченную пару многочленов

{𝑓, 𝐹}, удовлетворяющих условию теоремы D, и выяснить, какое из неравенств:

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹 ](𝑧)| или |𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹𝑞](𝑧)|

даёт лучший результат при одном и том же 𝜏 ∈ [𝐷𝜌, 𝑛 ∩𝐷(𝜌, 𝑘, 𝑛)] =: U, 𝜌 = |𝑧|,
при фиксированном 𝜌 > 1; заметим, что множество U всегда не пусто. Обозначим

𝐹1 = 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), все нули многочлена 𝐹1 лежат в Δ и |𝐹1(𝑧)| = |𝐹 (𝑧)| на 𝜕Δ, т. к.
на границе единичного круга

|𝑞(𝑧)| = |𝑞(𝑒𝑖𝑡)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∏︁
𝑧𝑗∈Λ−

1− 𝑧𝑗𝑒
𝑖𝑡

𝑒𝑖𝑡 − 𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = ∏︁

𝑧𝑗∈Λ−

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑧𝑗𝑒

𝑖𝑡

𝑒𝑖𝑡(1− 𝑧𝑗𝑒−𝑖𝑡)

⃒⃒⃒⃒
=
∏︁
𝑧𝑗∈Λ−

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 𝑧𝑗𝑒

𝑖𝑡

1− 𝑧𝑗𝑒𝑖𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 1,

𝑡 ∈ R. Поэтому к паре многочленов {𝐹, 𝐹1} применима теорема C, и

|𝑆𝜏 [𝐹 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹1](𝑧)| для |𝑧| = 𝜌.

Равенство в последнем неравенстве не выполняется, т. к. в противном случае по

теореме C должно выполняться равенство 𝐹 (𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹1(𝑧), 𝛾 ∈ R, а это невоз-

можно, поскольку |𝑞(𝑧)| ≠ 1 для |𝑧| = 𝜌 > 1. Таким образом,

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹 ](𝑧)| < |𝑆𝜏 [𝐹𝑞](𝑧)|.
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То есть при выполнении условий теоремы D для пары многочленов {𝑓, 𝐹} нера-

венство (9) лучше неравенства (26). Однако, стоит отметить, что множество таких

пар {𝑓, 𝐹}, для которых выполнено условие 3) из теоремы D очень бедное по срав-

нению с множеством пар многочленов, для которых применима теорема 3.1.

Доказательство теоремы 3.1. Пусть

𝐹1(𝑧) = 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) = 𝐹 (𝑧)
𝑘∏︁
𝑗=1

(︃
𝑧 − 1

𝑧𝑗

1− 𝑧
𝑧𝑗

· 𝑧𝑗
𝑧𝑗

)︃
= 𝜎𝐹 (𝑧)

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑧 − 𝑎𝑗
1− 𝑎𝑗𝑧

,

где

𝜎 =
𝑘∏︁
𝑗=1

𝑧𝑗
𝑧𝑗
, |𝜎| = 1, 𝑎𝑗 =

1

𝑧𝑗
∈ Δ, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Тогда из условия 2) теоремы следует, что 𝐹1 – многочлен степени 𝑛, все его нули

лежат в Δ и |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹1(𝑧)| на 𝜕Δ. Следовательно, по теореме C, для любого

𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 имеем:

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹1](𝑧)|, |𝑧| ≥ 𝜌, (27)

т. е. выполнено неравенство (26). По теореме C для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 равен-

ство в (27) возможно только для 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹1(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R. Теорема
доказана.

3.2 Приложения

Известно много дифференциальных неравенств для многочленов, получен-

ных в предположении, что нули многочленов лежат в круге Δ или в C∖Δ. Приме-
нение простого приёма, использованного в доказательстве теоремы 3.1, позволяет

снять ограничение на нули многочленов в таких дифференциальных неравенствах

и получить точные обобщения. Рассмотрим несколько примеров.

1. В [58, теорема 1] для многочленов 𝐹 (𝑧) степени 𝑛, у которых все нули

лежат в Δ, доказано неравенство:

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝐹 ′(𝑧) +

𝑛𝛽

2
𝐹 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)| (28)
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для любого 𝛽 ∈ Δ. Неравенство точное, равенство достигается для 𝐹 (𝑧) = 𝜇𝑧𝑛,

𝜇 ∈ C.

Замечание 3.1. Заметим, что неравенство (28) остаётся справедливым, если все

нули многочлена 𝐹 (𝑧) лежат в Δ. Это следует из возможности равномерного при-

ближения в Δ многочлена 𝐹 (𝑧) последовательностью многочленов 𝐹𝑗,

deg 𝐹𝑗 = deg 𝐹 , у которых все нули лежат в Δ.

Этот результат был доказан в 1951 году С. Н. Мергеляном 29, он даёт от-

вет на вопрос о возможности равномерного приближения аналитической функ-

ции в заданной области последовательностью многочленов [26, с. 44] (см. так-

же [32, с. 117]): Пусть K – компакт в C. На K задана непрерывная функция 𝐹 (𝑧),

аналитическая в каждой точке 𝑧 ∈ intK. Тогда ряд, составленный из последо-

вательности многочленов {𝐹𝑗(𝑧)}, 𝑗 ∈ N, имеющих нули в intK, равномерно
сходящийся к 𝐹 (𝑧), существует тогда и только тогда, когда C ∖ K – связное

множество, содержащее бесконечно удалённую точку.

Равномерная сходимость последовательности многочленов {𝐹𝑗(𝑧)} к функ-

ции 𝐹 (𝑧) означает выполнение равенства:

lim
𝑗→∞

sup
𝑧∈K

|𝐹 (𝑧)− 𝐹𝑗(𝑧)| = 0.

Освобождаясь от ограничения на нули многочлена 𝐹 (𝑧), из приведённого

неравенства (28) получим

Предложение 1. Пусть 𝐹 (𝑧) – произвольный многочлен степени 𝑛; обозначим

Λ = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑘} ̸= ∅ – множество всех нулей многочлена 𝐹 (𝑧) с учётом их

кратности, лежащих в C ∖Δ, и 𝑞(𝑧) =
∏︀
𝑧𝑗∈Λ

1− 𝑧𝑗𝑧

𝑧 − 𝑧𝑗
. Тогда для любого 𝛽 ∈ Δ

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ +

𝑛𝛽

2
𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|. (29)

Равенство в (29) достигается для многочленов 𝑐(𝑧− 𝑒𝑖𝛾)𝑛, 𝛾 ∈ R, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0,

при 𝑛 ≥ 2 – для любого 𝛽 ∈ Δ; а при 𝑛 = 1 – для 𝛽 = −1.
29Сергей Никитович Мергелян (1928–2008).
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Доказательство. При сделанных предположениях 𝐹1(𝑧) := 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) – многочлен

все нули которого лежат в Δ. Следовательно, с учётом замечания 3.1, 𝐹1 удовле-

творяет неравенству (28).

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝐹 ′

1(𝑧) +
𝑛𝛽

2
𝐹1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹1(𝑧)| ∀𝛽 ∈ Δ.

Но, |𝑞(𝑧)| ≡ 1 на 𝜕Δ, поэтому

𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹1(𝑧)| = 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|,

следовательно,

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝐹 ′

1(𝑧) +
𝑛𝛽

2
𝐹1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑛

⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|

получили (29).

Докажем утверждение о знаке равенства в (29). Рассмотрим многочлен

𝑓(𝑧) = 𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛, 𝛾 ∈ R, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0, deg 𝑓(𝑧) = 𝑛. Множество Λ состо-

ит из 𝑛 одинаковых нулей 𝑧 = 𝑒𝑖𝛾, лежащих на границе единичного круга 𝜕Δ,

следовательно, функция 𝑞(𝑧) имеет вид:

𝑞(𝑧) =
∏︁
𝑧𝑗∈Λ

1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

𝑧 − 𝑒𝑖𝛾
=

(︂
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

𝑧 − 𝑒𝑖𝛾

)︂𝑛
.

Запишем неравенство (29) для многочлена 𝑓(𝑧) = 𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛, 𝛾 ∈ R:

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑧
(︂
𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛

(︂
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

𝑧 − 𝑒𝑖𝛾

)︂𝑛)︂′

+
𝑛𝛽

2
𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛

(︂
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

𝑧 − 𝑒𝑖𝛾

)︂𝑛 ⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥

≥ 𝑛 ·
⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛| = 𝑛 · |𝑐| ·
⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
min
|𝑧|=1

|(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛|.

Заметим, что минимум правой части при |𝑧| = 1 равен нулю. Упростим левую

часть последнего неравенства и покажем, что минимум этой части также прини-
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мает значение нуль.

min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧
(︀
𝑐
(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛)︀′
+
𝑛𝛽

2
𝑐
(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛 ⃒⃒⃒⃒
=

= min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑧
(︁
𝑐 · 𝑛(−𝑒𝑖𝛾)

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛−1
)︁
+
𝑛𝛽

2
𝑐
(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛 ⃒⃒⃒⃒
=

= min
|𝑧|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑐 · 𝑛

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛−1
(︂
𝑧(−𝑒𝑖𝛾) + 𝛽

2

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀)︂⃒⃒⃒⃒
=

= |𝑐| · 𝑛 ·min
|𝑧|=1

(︂⃒⃒⃒(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛−1
⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑧(−𝑒𝑖𝛾) + 𝛽

2

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒)︂
Так как минимум берется по всем 𝑧 ∈ 𝜕Δ, то минимум

|𝑐| · 𝑛 ·min
|𝑧|=1

(︂⃒⃒⃒(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀𝑛−1
⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑧(−𝑒𝑖𝛾) + 𝛽

2

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀⃒⃒⃒⃒)︂
= 0

для 𝛽 ∈ Δ и 𝑛 > 1.

Пусть 𝑛 = 1. Обозначим ℎ(𝑧) := 𝑧(−𝑒𝑖𝛾) + 𝛽

2

(︀
1− 𝑒−𝑖𝛾𝑧

)︀
. Тогда для того,

чтобы в левой части неравенства был нуль, необходимо, чтобы ℎ(𝑧) = 0. Отсюда

следует, что

−𝑧𝑒𝑖𝛾 + 𝛽

2
− 𝛽

2
𝑒−𝑖𝛾𝑧 = 0, т. е. 𝑧 =

𝛽/2

𝑒𝑖𝛾 +
𝛽

2
𝑒−𝑖𝛾

.

Так как |𝑧| = 1, то⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝛽/2

𝑒𝑖𝛾 +
𝛽

2
𝑒−𝑖𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = ⃒⃒⃒⃒ 𝛽

2𝑒𝑖𝛾 + 𝛽𝑒−𝑖𝛾

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝛽

2𝑒2𝑖𝛾 + 𝛽

⃒⃒⃒⃒
= 1.

Зафиксируем 𝛾, пусть 𝛾 = 0. Тогда,⃒⃒⃒⃒
𝛽

2 + 𝛽

⃒⃒⃒⃒
= 1 ⇔ |𝛽| = |2 + 𝛽| ⇔ 𝛽 = −1.

Таким образом, многочлен 𝑓(𝑧) = 𝑐(𝑧 − 𝑒𝑖𝛾)𝑛, 𝛾 ∈ R обращает неравенство

(29) в тождество при 𝑛 ≥ 2 – для любого 𝛽 ∈ Δ; а при 𝑛 = 1 – для 𝛽 = −1.
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2. Также в [58, теорема 2] для многочленов 𝐹 (𝑧) степени 𝑛, у которых все

нули лежат в C ∖Δ, получено точное неравенство при любых 𝛽 ∈ Δ и |𝑧| = 1:⃒⃒⃒⃒
𝑧𝐹 ′(𝑧) +

𝑛𝛽

2
𝐹 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ (30)

≤ 𝑛

2

[︂(︂⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒)︂
max
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)| −
(︂⃒⃒⃒⃒

1 +
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒)︂
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|
]︂
;

равенство в (30) достигается для многочленов 𝐹 (𝑧) = 𝑎 + 𝑏𝑧𝑛, где

|𝑎| = |𝑏| = 1/2. В частности, при 𝛽 = 0 и тех же ограничениях на многочлен 𝐹 (𝑧),

что и в неравенстве (30), получается известный результат А. Азиза и К.М. Даву-

да [46]:

|𝐹 ′(𝑧)| ≤ 𝑛

2

(︂
max
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)| −min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|
)︂

∀𝑧 ∈ 𝜕Δ. (31)

Используя все тот же приём из доказательства теоремы 3.1, получим соот-

ветствующее утверждение для любых многочленов 𝐹 (𝑧).

Предложение 2. Пусть 𝐹 (𝑧) – произвольный многочлен степени 𝑛. Обозначим

Λ− – множество всех нулей этого многочлена с учётом их кратности, лежа-

щих в Δ, пусть 𝑠 ∈ [0, 𝑛] – порядок нуля многочлена 𝐹 (𝑧) в точке 𝑧 = 0. Если

Λ− = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑘} ̸= ∅, обозначим 𝑞(𝑧) =
∏︀

𝑧𝑗∈Λ−

1− 𝑧𝑗𝑧

𝑧 − 𝑧𝑗
; если Λ− = ∅, положим

𝑞(𝑧) ≡ 1. Тогда для любого 𝛽 ∈ Δ и |𝑧| = 1⃒⃒⃒⃒
𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ +

(𝑛− 𝑠)𝛽

2
𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ (32)

≤ 𝑛− 𝑠

2

[︂(︂⃒⃒⃒⃒
1 +

𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒)︂
max
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)| −
(︂⃒⃒⃒⃒

1 +
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒
−
⃒⃒⃒⃒
𝛽

2

⃒⃒⃒⃒)︂
min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|
]︂
.

Неравенство (32) точное, при Λ− ̸= ∅ равенство достигается для 𝐹 (𝑧) = 𝑐𝑧𝑛,

𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.

Доказательство. В случае Λ− = ∅ неравенство (32) идентично (30). Если

Λ− ̸= ∅, то многочлен 𝐹 (𝑧) можно представить в виде произведения 𝑧𝑠 и мно-

гочлена ℱ(𝑧), имеющего нули 𝑧𝑗 ̸= 0 ( 𝑗 = 1, 2, . . . 𝑛 − 𝑠), степень которого равна



73

(𝑛 − 𝑠). Рассмотрим новый многочлен 𝐹1(𝑧) = 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧). Так как 𝐹 (𝑧) содержит

множитель 𝑧𝑠, то функция 𝑞(𝑧) будет содержать множитель 1/𝑧𝑠, отсюда вытекает,

что многочлен 𝐹1(𝑧) – это многочлен степени (𝑛− 𝑠). Все нули многочлена 𝐹1(𝑧)

лежат в C ∖ Δ. Поэтому к 𝐹1 применимо неравенство (30), из которого следует

(32), поскольку |𝑞(𝑧)| ≡ 1 на 𝜕Δ.

Следует заметить, что многочлен 𝐹 (𝑧) = 𝑐𝑧𝑛 степени 𝑛, нули которого ле-

жат в Δ, обращает неравенство (32) в тождество. Действительно, корень этого

многочлена 𝑧 = 0 – нуль 𝑛-го порядка, отсюда следует, что порядок нуля много-

члена 𝐹 (𝑧) в нуле равен 𝑛, функция 𝑞(𝑧) =
∏︀

𝑧𝑗∈Λ−

1/𝑧𝑗 = 1/𝑧𝑛, и, как следствие,

𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) = 𝑐. Таким образом, (32) обращается в тождество для любого 𝛽 ∈ Δ и

для 𝑧 ∈ 𝜕Δ при 𝐹 (𝑧) = 𝑐𝑧𝑛, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.

Следствие 2. В обозначениях предложения 2 из неравенства (32) при 𝛽 = 0

получаем аналог неравенства (31):

|(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′| ≤ (𝑛− 𝑠)

2

(︂
max
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)| −min
|𝑧|=1

|𝐹 (𝑧)|
)︂

для |𝑧| = 1 и для произвольного многочлена 𝐹 (𝑧).

3. Для многочлена 𝐹 (𝑧) при 0 < 𝑝 <∞ обозначаем

||𝐹 ||𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑒𝑖𝑡)|𝑝𝑑𝑡
)︂1/𝑝

, ||𝐹 ||0 = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log |𝐹 (𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡
)︂
.

Р.П. Боас и К.И. Рахман [51] доказали для многочленов 𝐹 (𝑧) степени 𝑛, все нули

которых лежат в C ∖Δ, следующее неравенство:

||𝐹 (𝑅𝑧)||𝑝 ≤
||𝑧 +𝑅𝑛||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝐹 (𝑧)||𝑝 для 𝑅 > 1 и для 𝑝 ≥ 1. (33)

Неравенство (33) точное, оно обращается в равенство, если 𝐹 (𝑧) = 𝑎𝑧𝑛+𝑏, |𝑎| = |𝑏|.
Позже К.И. Рахман и Г. Шмайссер [94] доказали справедливость этого утвержде-

ния и для 𝑝 ∈ [0; 1).

Опять используем приём из доказательсва теоремы 3.1, получим аналог нера-
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венства (33) для произвольных многочленов 𝐹 (𝑧) без ограничения на расположе-

ние нулей многочленов.

Предложение 3. Для произвольного многочлена 𝐹 (𝑧) обозначим Λ− – множе-

ство всех нулей этого многочлена с учётом их кратности, лежащих в Δ, пусть

𝑠 ∈ [0, 𝑛] – порядок нуля многочлена 𝐹 (𝑧) в точке 𝑧 = 0. Если

Λ− = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑘} ≠ ∅, обозначим 𝑞(𝑧) =
∏︀

𝑧𝑗∈Λ−

1−𝑧𝑗𝑧
𝑧−𝑧𝑗

; если Λ− = ∅, положим

𝑞(𝑧) ≡ 1. Тогда для 𝑝 ≥ 0 и для 𝑅 > 1

||𝐹 (𝑅𝑧)𝑞(𝑅𝑧)||𝑝 ≤
||𝑧 +𝑅𝑛−𝑠||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝐹 (𝑧)||𝑝. (34)

Неравенство точное, равенство в (34) получаем для 𝐹 (𝑧) = 𝑐𝑧𝑛, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0.

Доказательство. Если Λ− = ∅, то неравенство (34) совпадает с неравенством

(33). Если Λ− ̸= ∅, то 𝐹1(𝑧) = 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) – многочлен степени (𝑛 − 𝑠) и все его

нули лежат в C ∖ Δ. Поэтому к многочлену 𝐹1 применимо неравенство (33) для

𝑝 ∈ [0,∞):

||𝐹1(𝑅𝑧)||𝑝 = ||𝐹 (𝑅𝑧)𝑞(𝑅𝑧)||𝑝 ≤
||𝑧 +𝑅𝑛−𝑠||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)||𝑝.

Так как |𝑞(𝑒𝑖𝑡)| ≡ 1, то для 𝑝 > 0

||𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)||𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑒𝑖𝑡)𝑞(𝑒𝑖𝑡)|𝑝𝑑𝑡
)︂1/𝑝

= ||𝐹 (𝑧)||𝑝

и

||𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)||0 = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log |𝐹 (𝑒𝑖𝑡)𝑞(𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡
)︂

= ||𝐹 (𝑧)||0.

Следовательно,

||𝑧 +𝑅𝑛−𝑠||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)||𝑝 =
||𝑧 +𝑅𝑛−𝑠||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝐹 (𝑧)||𝑝, 𝑅 > 1.

Таким образом, получаем неравенство (34).
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Многочлен 𝐹 (𝑧) = 𝑐𝑧𝑛, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0 обращает неравенство (34) в тож-

дество. В силу того, что порядок нуля многочлена 𝐹 (𝑧) в нуле равен 𝑛, следо-

вательно, 𝑠 = 𝑛. Функция 𝑞(𝑧) = 1/𝑧𝑛, отсюда следует, что 𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) = 𝑐. При

0 < 𝑝 <∞

||𝑧𝑛||𝑝 =
(︂

1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑒𝑖𝑛𝑡|𝑝𝑑𝑡
)︂1/𝑝

=

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝑡

)︂1/𝑝

= 1,

и при 𝑝 = 0, 𝑘 ∈ Z, тоже:

||𝑧𝑛||0 = exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log |𝑒𝑖𝑛𝑡|𝑑𝑡
)︂

= exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

log 1𝑑𝑡

)︂
=

exp

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

2𝜋𝑘𝑖𝑑𝑡

)︂
= exp (2𝜋𝑘𝑖) = 1.

Следовательно

||𝑐||𝑝 ≤
||𝑧 + 1||𝑝
||𝑧 + 1||𝑝

||𝑐𝑧𝑛||𝑝 = ||𝑐𝑧𝑛||𝑝 = ||𝑐||𝑝,

утверждение о знаке равенства доказано.

3.3 Снятие ограничения на степени многочленов 𝑓 (𝑧) и

𝐹 (𝑧) и

расширение локализации нулей многочлена

𝐹 (𝑧) из теоремы В.И. Смирнова

Следующая теорема снимает ограничения на степени многочленов 𝑓(𝑧) и

𝐹 (𝑧) и некоторое ограничение на расположение нулей многочлена 𝐹 (𝑧).

Теорема 3.2. Пусть 𝜌 ≥ 1 – фиксированное число. Пусть 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) – произ-

вольные многочлены степеней 𝑚 и 𝑛 соответственно, для которых на границе

единичного круга 𝜕Δ справедливо неравенство |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)|. Множество 𝐷𝜌, 𝑛

изменения параметра 𝜏 – как в теореме 3.1. Пусть Λ = {𝑧1, . . . , 𝑧𝑘} – множе-

ство всех нулей многочлена 𝐹 (𝑧) с учётом их кратности, лежащих в C ∖ Δ;

𝑞(𝑧) из теоремы 3.1, если Λ = ∅, то полагаем 𝑞(𝑧) ≡ 1. Тогда для |𝑧| ≥ 𝜌 ≥ 1
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справедливы неравенства:

|𝑧𝑓 ′(𝑧)−𝑚𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧|𝑙|𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − (𝜏 − 𝑙)𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)|, (35)

для 𝜏 ∈ 𝐷𝜌,𝑚, если 𝑙 = 𝑚− 𝑛 > 0;

|𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝑛𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − 𝜏𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| (36)

для 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛, если 𝑚 ≤ 𝑛.

Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌,𝑚 равенство в (35) достигается только для

многочленов 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧). Для |𝑧| ≥ 𝜌 > 1 и 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 равенство в (36)

достигается только для многочленов 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R.

Доказательство. В случае 𝑚 ≤ 𝑛 и Λ = ∅, утверждение теоремы 3.2 совпадает

с утверждением теоремы C. Если 𝑚 ≤ 𝑛 и Λ ̸= ∅, то выполнены условия тео-

ремы 3.1, включая утверждение о знаке равенства. Таким образом, получается

неравенство (36).

Пусть теперь 𝑚 > 𝑛. Рассмотрим новый многочлен 𝐹2(𝑧) = 𝑧𝑙𝐹 (𝑧), cтепень

этого многочлена deg𝐹2 = 𝑚 и на границе единичного круга 𝜕Δ выполнено нера-

венство |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹2(𝑧)|. Тогда к паре многочленов {𝑓, 𝐹2} применима теорема 3.1.
Следовательно, для любого |𝑧| ≥ 𝜌 ≥ 1 и для любого 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 получим

|𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)| ≤ |𝑆𝜏 [𝐹2𝑞](𝑧)|,

т. е.

|𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝜏𝑓(𝑧)| ≤ |𝑧(𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − 𝜏𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| =

= |𝑧(𝑙𝑧𝑙−1𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) + 𝑧𝑙(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′)− 𝜏𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| =

= |𝑙𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧) + 𝑧𝑙+1(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − 𝜏𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)| =

= |𝑧|𝑙|𝑧(𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧))′ − (𝜏 − 𝑙)𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧)|.

При этом, как следует из формулировки теоремы 3.1, для 𝜏 ∈ 𝐷𝜌, 𝑛 и

|𝑧| ≥ 𝜌 > 1 , равенство в (35) достигается только для 𝑓 = 𝑒𝑖𝛾𝐹2(𝑧)𝑞(𝑧), т. е.

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝑧𝑙𝐹 (𝑧)𝑞(𝑧), 𝛾 ∈ R.
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Далее потребуются некоторые обозначения и утверждения, касающиеся вы-

пуклых множеств (подробнее см. [29], [30], [37]).

Рассмотрим прямую 𝑙 ⊂ C. Эта прямая разделяет комплексную плоскость C
на две замкнутые полуплоскости 𝐷1 и 𝐷2, C = 𝐷1 ∪𝐷2, 𝜕𝐷1 = 𝜕𝐷2 = 𝑙. Возьмем

множество 𝐵 в C и точку 𝑐 ∈ 𝜕𝐵.

Определение 4. [30, с. 115] Прямая 𝑙 называется опорной прямой к множеству

𝐵 в точке 𝑐, если 𝑐 ∈ 𝑙 и множество 𝐵 лежит в одном из множеств 𝐷1 или 𝐷2.

Известно, что если B – выпуклое множество, то для всех 𝑐 ∈ 𝜕𝐵 существует

опорная прямая к 𝐵 в точке 𝑐 [29, с. 83, теорема 1.9.2]. Прямая 𝑙 разделяет два

множества 𝐴 и 𝐵 в C, если 𝐴 – подмножество 𝐷1, 𝐵 – подмножество 𝐷2.

Следующая теорема дополняет теорему F.

Теорема 3.3. Пусть 𝐸 ⊂ C – компактное множество, 𝐵 = conv𝐸 — выпуклая

оболочка множества 𝐸. Рассмотрим многочлены 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), удовлетворяющие

условиям:

1) deg 𝑓 ≤ deg𝐹 = 𝑛,

2) F имеет все свои нули в 𝐸,

3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| на 𝜕𝐸.
Зафиксируем точку 𝑧 /∈ 𝐵. Рассмотрим опорную прямую 𝑙 к 𝐵, 𝑧 /∈ 𝑙, разде-

ляющую 𝐵 и 𝑧 (см. рисунок 3.1). Возьмём круг Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧), 𝑣𝑧 ̸= 𝑧, такой что

Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧) ∩ 𝑙 = ∅, 𝑧 ∈ Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧), и отрезок [𝑧, 𝑣𝑧] ортогонален 𝑙. Тогда

|(𝑧 − 𝑣𝑧)𝑓
′(𝑧)− 𝜏1𝑓(𝑧)| ≤ |(𝑧 − 𝑣𝑧)𝐹

′(𝑧)− 𝜏1𝐹 (𝑧)|, (37)

для любого 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

, где 𝜌1 =
|𝑧 − 𝑣𝑧|
𝑅𝑧

.

Для 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

в (37) равенство выполняется только если 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧),

𝛾 ∈ R.

Замечание 3.2. Для всех пар многочленов {𝑓, 𝐹} из теоремы 3.3, для фиксиро-

ванных 𝑧, 𝑣𝑧, 𝑅𝑧 из теоремы 3.3 и 𝑤0 из теоремы F, неравенства (11) (из теоремы F)
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Рис. 3.1: К теореме 3.3.

и (37) не являются следствиями друг друга. Это означает, что не существует 𝜆 ∈ C
такого, что

𝜆(𝑧 − 𝑤0) = 𝑧 − 𝑣𝑧 и 𝜆Ω ⊂ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

(38)

(где Ω — множество из теоремы F, см. рисунок 3.2) и не существует 𝜇 ∈ C такого,

что

𝜇(𝑧 − 𝑣𝑧) = 𝑧 − 𝑤0 и 𝜇𝐷*
𝜌1, 𝑛

⊂ Ω. (39)

Действительно, включение 𝜆Ω ⊂ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

не выполняется, поскольку 0 ∈ Ω

(рисунок 3.2), но 0 /∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

. Следовательно, для всех 𝜆 существует окрестность 𝒰𝜆
точки 𝑧 = 0 такая, что 𝒰𝜆 ̸⊂ 𝐷*

𝜌1, 𝑛
. Таким образом, (38) не выполняется для всех

𝜆 ∈ C.
По условиям теоремы F, 𝐵 ∋ 𝑤0 ̸= 𝑧 /∈ 𝐵. Следовательно, если равенство

(39) верно, то 𝜇 ̸= 0. Рассмотрим множество

C ∖Δ
(︂
0,

𝑛𝜌1
1− 𝜌1

)︂
=

⋃︁
𝜃∈[𝜃1,𝜃1+2𝜋]

𝑙𝜃, где 𝑙𝜃 =

{︂
𝑠𝑒𝑖𝜃, 𝑠 ∈

[︂
𝑛𝜌1

1− 𝜌1
,∞
)︂}︂

,
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Рис. 3.2: Множество изменения параметра из теоремы F.

𝜃1 — константа из теоремы F. Очевидно, что

C ∖Δ
(︀
0,

𝑛𝜌1
1− 𝜌1

)︀
⊂ 𝐷*

𝜌1, 𝑛
.

Поскольку Ω не содержит лучей

𝐿𝜃 =
{︀
𝑠𝑒𝑖𝜃 : 𝑠 ∈

(︀𝑛𝜌*
2
,+∞

)︀}︀
для 𝜃 ∈ (𝜃1, 𝜃2), то Ω не содержит области

⋃︀
𝜃∈(𝜃1,𝜃2)

𝐿𝜃. Следовательно, для всех

𝜇 ̸= 0 и достаточно больших 𝑇 ≥ 1 множество

{︀
𝜏1 ∈ C : |𝜏1| > 𝑇 |𝜇|𝑛𝜌*

2
, arg 𝜏1 ∈ (𝜃1, 𝜃2)

}︀
является подобластью 𝜇𝐷*

𝜌1, 𝑛
, но не пересекает Ω.

Следовательно, теорема F и теорема 3.3 дополняют друг друга.

Доказательство теоремы 3.3. Согласно условию 2) теоремы 3.3 все нули

𝐹 (𝑧) лежат в C ∖Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧). Согласно условиям 1), 3) и принципу максимума мо-
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дуля справедливо неравенство |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| для всех 𝑧 ∈ C ∖ 𝐵. В частности,

последнее неравенство выполняется на 𝜕Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧). Применима теорема E. По тео-

реме E, применённой к многочленам 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), неравенство (10) (из теоремы E)

принимает вид

|(𝜁 − 𝑣𝑧)𝑓
′(𝑧)− 𝜏1𝑓(𝑧)| ≤ |(𝜁 − 𝑣𝑧)𝐹

′(𝑧)− 𝜏1𝐹 (𝑧)|, (40)

для всех 𝜁 ∈ Δ(𝑣𝑧, 𝑅𝑧) таких, что |𝜁 − 𝑣𝑧| ≤ 𝑅𝑧𝜌1 для фиксированного 𝜌1 ∈ (0, 1)

и всех 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

. В частности, (40) выполняется для 𝜁 = 𝑧, где 𝑧 – точка из

формулировки теоремы 3.3 с 𝜌1 =
|𝑧 − 𝑣𝑧|
𝑅𝑧

.

По теореме E, для 𝜁 = 𝑧, |𝑧−𝑣𝑧| = 𝑅𝑧𝜌1, 𝜌1 < 1 и 𝜏1 ∈ 𝐷*
𝜌1, 𝑛

, в (40) равенство

выполняется только в случае 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝛾𝐹 (𝑧), 𝛾 ∈ R.

3.4 Некоторое замечание

Замечание 3.3. Условие «3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| для 𝑧 ∈ C ∖ Δ» в теореме D суще-

ственно более жёсткое, чем условие «3) |𝑓(𝑧)| ≤ |𝐹 (𝑧)| для 𝑧 ∈ 𝜕Δ» в теоремах B

и C. Но, если для многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧) выполнены условия (*) (из теоремы B),

то условия 3) в теоремах B, C, D – эквивалентны.

Действительно, пусть 𝑓(𝑧) =
𝑘∑︀
𝑗=0

𝑎𝑗𝑧
𝑗 и 𝐹 (𝑧) =

𝑛∑︀
𝑗=0

𝑏𝑗𝑧
𝑗 – многочлены степеней

𝑘 и 𝑛, соответственно, 𝑘 ≤ 𝑛. Пусть все нули многочлена 𝐹 (𝑧) лежат в круге Δ.

Рассмотрим функцию Φ(𝑧) =
𝑓(𝑧)

𝐹 (𝑧)
– аналитическую в C ∖Δ. На границе 𝜕Δ еди-

ничного круга выполнено неравенство:

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧)

𝐹 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≤ 1. Тогда по принципу максимума

модуля аналитичной функции

max
𝑧∈C∖Δ

|Φ(𝑧)| ≤ 1.

Таким образом, из выполнения условий 2) и 3) в (*) в теоремах B и C следует

условие 3) из теоремы D. Следовательно, если для пары многочленов {𝑓, 𝐹} вы-

полнено условие (*), то по принципу максимума модуля, для этой пары {𝑓, 𝐹}
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условия 3) в теоремах B, C, D – эквивалентны.

3.5 О связи оператора В. И. Смирнова с полярной

производной

Далее покажем как между собой связаны оператор Смирнова и полярная

производная.

Определение 5. [83, с. 44](см. также [95, с. 97]) Полярной производной много-

члена 𝑓(𝑧) степени 𝑛 относительно полюса 𝑏 называется

𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧) := (𝑏− 𝑧)𝑓 ′(𝑧) + 𝑛𝑓(𝑧).

В 2019 году Е. Г. Компанеец и В. В. Старков [63] в связи со своими исследо-

ваниями ввели модифицированный оператор Смирнова 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) для многочленов

степени 𝑛, определяемый следующим равенством:

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) = (1 + 𝑎𝑧)𝑓 ′(𝑧)− 𝑎𝑓(𝑧),

где 𝑎 – произвольное число, 𝑎 ∈ Δ.

Замечание 3.4. Оператор 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) связан с оператором Смирнова 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) сле-

дующим образом:

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) =
1 + 𝑎𝑧

𝑧
· 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧),

если в 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) положить 𝜏 =
𝑛𝑎𝑧

1 + 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ Δ.

Действительно, рассмотрим оператор Смирнова, действующий на многочлен

𝑓(𝑧) степени 𝑛, с 𝜏 =
𝑛𝑎𝑧

1 + 𝑎𝑧
, 𝑎 ∈ Δ:

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) = 𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝑛𝑎𝑧

1 + 𝑎𝑧
𝑓(𝑧), 𝑎 ∈ Δ. (41)

Умножим обе части равенства (41) на
1 + 𝑎𝑧

𝑧
:
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1 + 𝑎𝑧

𝑧
· 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) =

1 + 𝑎𝑧

𝑧
·
(︂
𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝑛𝑎𝑧

1 + 𝑎𝑧
𝑓(𝑧)

)︂
. (42)

Обозначим левую часть последнего равенства

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) :=
1 + 𝑎𝑧

𝑧
· 𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧)

и после преобразования правой части (42), получим модифицированный оператор

Смирнова:

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) = (1 + 𝑎𝑧)𝑓 ′(𝑧)− 𝑛𝑎𝑓(𝑧). (43)

Замечание 3.5. Полярная производная 𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧) = −1

𝑎
𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) при 𝑏 = (−1/𝑎),

𝑎 ∈ Δ.

Действительно, умножим обе части равенства (43) на (−1/𝑎):

−1

𝑎
𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) = −1

𝑎
(1 + 𝑎𝑧)𝑓 ′(𝑧) +

1

𝑎
𝑛𝑎𝑓(𝑧).

Положим в правой части последнего равенства 𝑏 := (−1/𝑎) и получим полярную

производную относительно полюса 𝑏:

𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧) = (𝑏− 𝑧)𝑓 ′(𝑧) + 𝑛𝑓(𝑧).

История изучения нулей многочлена 𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧) (здесь 𝑓 , как прежде, много-

член степени 𝑛) отправляет нас в 1898 год, к труду под названием «Работы Лагер-

ра» 30, а именно, к статье «Замечания по нескольким пунктам теории численных

уравнений» [79, с. 64–66]. В представленной статье есть ссылка на более раннюю

(эту же статью) 1878 года, опубликованную в журнале NOUVELLES ANNALES

de MATHEMATIQUES.

Стоит отметить, что полярная производная встречается в работах других

известных математиков, например у Д. Пойа 31 и Г. Сегё 32 в «Задачи и проблемы

анализа» [89, с. 61].

30Эдмон Никола Лагерр (1834–1886).
31Дьёрдь Пойа (1887 – 1985).
32Габор Сегё (1895 – 1985).
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Термин «полярная», в частности, «производная относительно полюса 𝑏», ис-

ходит от следующего её определения (см., например, [39]):

𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧) := −
[︂

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑏)𝑛

]︂′
(𝑧 − 𝑏)𝑛+1 =

= −
[︂
𝑓 ′(𝑧)(𝑧 − 𝑏)𝑛 − 𝑛(𝑧 − 𝑏)𝑛−1𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑏)2𝑛

]︂
(𝑧 − 𝑏)𝑛+1 =

= −(𝑧 − 𝑏)𝑛−1

[︂
𝑓 ′(𝑧)(𝑧 − 𝑏)− 𝑛𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑏)2𝑛

]︂
(𝑧 − 𝑏)𝑛+1 =

= − [𝑓 ′(𝑧)(𝑧 − 𝑏)− 𝑛𝑓(𝑧)] = (𝑏− 𝑧)𝑓 ′(𝑧) + 𝑛𝑓(𝑧)

В действительности понятие полярной производной является обобщением

обычной производной, т. к.

lim
𝑏→∞

{︂
𝐷𝑏[𝑓 ](𝑧)

𝑏

}︂
:= 𝑓 ′(𝑧).

Учитывая представленную взаимосвязь полярной производной и оператора

Смирнова, отмечу несколько недавних работ с участием полярной производной,

например работы А. Лимана, В.М. Шаха [81], А. Азиза [47], Н.А. Ратера [97],

М.Ю. Мира, Г.М. Софи [88] и их соавторов.

Более подробно о полярной производной можно прочесть в книге 2017 го-

да «Достижения в теории приближений и прикладном комплексном анализе» в

статье Н.К. Говила и П. Кумара [66].
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Заключение

В данной диссертации решены несколько задач теории функций

комплексного переменного. В ходе исследования была изучена история возник-

новения задач, произведён обзор и анализ научной литературы по теме исследо-

вания, обоснована актуальность.

В работе доказаны оценки радиуса Бора в двух классах аналитических функ-

ций в круге: 𝒰𝛼 и в классе выпуклых функций L𝒰𝛼.
Изучение понятия обобщённого оператора Чезаро привело к возможности

уточнения его вида для аналитических функций в единичном круге, принадлежа-

щих линейно-инвариантным семействам. Это уточнение позволило получить более

точную оценку сверху этого оператора в классе L𝒰𝛼.
В диссертации получены аналоги теорем, связанных с дифференциальными

неравенствами для комплексных многочленов типа С. Н. Бернштейна и

В. И. Смирнова. Доказанные в работе результаты позволяют получать диффе-

ренциальные неравенства для более широкого круга многочленов по сравнению с

ранее полученными.

Таким образом, в диссертации были получены следующие результаты:

� Получена оценка радиуса Бора для аналитических функций в единичном

круге, принадлежащих универсальному линейно-инвариантному семейст-

ву 𝒰𝛼;

� Доказана оценка радиуса Бора для аналитических функций в единичном

круге, принадлежащих классу

L𝒰𝛼 = {𝑓(𝑧) = log 𝑔′(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 : 𝑔 ∈ 𝒰𝛼};
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� Доказана ограниченность обобщённого оператора Чезаро для аналитических

функций в единичном круге, принадлежащих L𝒰𝛼;

� Получены аналоги классической теоремы В. И. Смирнова, в которых сня-

то ограничение на степени многочленов 𝑓(𝑧) и 𝐹 (𝑧), а также расширены

возможности локализации нулей многочлена 𝐹 (𝑧).
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Список основных обозначений

Δ – единичный круг {𝑧 : |𝑧| < 1};
𝜕Δ – граница единичного круга {𝑧 : |𝑧| = 1};
Δ𝜌 – открытый круг радиуса 𝜌: {𝑧 ∈ Δ : |𝑧| < 𝜌};
ℬ – класс ограниченных и аналитических в Δ функций;

ℳ – класс аналитических вΔфункций 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛, равномерно ограниченных

на компактах из круга Δ;

л.и.с. – линейно-инвариантное семейство;

M – линейно-инвариантное семейство (л.и.с.);

𝒰𝛼 – универсальное линейно-инвариантное семейство;
𝒦 – класс выпуклых функций;

𝑆 – класс аналитических и однолистных в Δ функций;

LM := {𝑓(𝑧) = log 𝑔′(𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑓)𝑧
𝑛 : 𝑔 ∈ M};

𝑔𝜑(𝑧) =
𝑔(𝜑(𝑧))− 𝑔(𝜑(0))

𝑔′(𝜑(0))𝜑′(0)
, 𝑎 ∈ Δ, 𝜃 ∈ R, 𝜑(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃

𝑧 + 𝑎

1 + 𝑎𝑧
;

(𝑏)𝑛 := 𝑏(𝑏+1)(𝑏+2) . . . (𝑏+𝑛−1) =
Γ(𝑏+ 𝑛)

Γ(𝑏)
– символ Похгаммера, 𝑛 ∈ N, 𝛽 ∈ C;

𝐴𝛽
𝑛 :=

(𝛽 + 1)𝑛
(1)𝑛

;

𝐶[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

(︂
1

𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘−1

)︂
𝑧𝑛−1 – классический оператор Чезаро;

𝐶𝛽[𝑓 ](𝑧) =
∞∑︀
𝑛=1

(︃
1

𝐴𝛽+1
𝑛−1

𝑛∑︀
𝑘=1

𝐴𝛽
𝑛−𝑘𝑎𝑘−1

)︃
𝑧𝑛−1 – обобщённый оператор Чезаро;

[𝜁, 𝜂] – отрезок в комплексной плоскости C с концами в точках 𝜁 и 𝜂;

𝐷𝜌, 𝑛 – образ круга {𝑡 ∈ C : |𝑡| < 𝜌} при отображении 𝜓(𝑡) =
𝑛𝑡

𝑡+ 1
, 𝜌 ≥ 1 –

фиксированное число, 𝑛 ∈ N;
𝐷*
𝜌, 𝑛 – дополнение к замкнутому кругу с диаметром

[︀
− 𝑛𝜌

1−𝜌,
𝑛𝜌
1+𝜌

]︀
;

𝑆𝜏 [𝑓 ](𝑧) : 𝑓(𝑧) −→ (𝑧𝑓 ′(𝑧)− 𝜏𝑓(𝑧)) – оператор Смирнова, 𝜏 ∈ C.
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